الرياضيات 


ل 
0006-3 حميل 


0/7/0 7/10 007 











التكامل 


النظرية الاساسية للتكامل - الدالة المقايلكة 
اذا كانت / دالة مستمرة على الغترة |2 , ©]| فإنه توجد دالة 1 مستمرة على الغفترة |2 , 0] بحيث : 
(ط, ») ع ع« ؟ 20 ] - 0 7 
7 
يه) 17 - (ط) 7 ح («) / بل 
حيث تسمى 1 الدالة المقابلة للدالة / على الفترة |2 , 6] 
ملاحظة : نشي رالى ان (01” - (2)" ح 8011 #] 
مثال : اذا كانت كر دالة مستمرة على الفترة [- , 0] وإن الدالة المقابلة للدالة / هي ؛ 
ةك ح (ع) م , 8ج ]ك,0]:م فأوجد قيمة 3 مت ل 
الجل : 
1 نك 
17 11 لد 2 
-- 3 - #© عدا جب 1 - لب | لس - 2 -- 
1 - 1-0 - 5180 - 2 511 (5)0 (7)2 - هاما - هار | 


مثال : اذا كانت (3) / دالة مستمرة على الفترة [5 , 1] بحيث 324 - (2) 1 دالة مقابلة للدالة ث فجد 
5 
قيمة 001 و 
الحل . 72 - 3- 75 -3)1(2 -3)5(2 -(1) - (5)ي - 1 1 
مثال : أثبت فيما اذا كانت 2 + © ع (8)م 2 # جح [3, 1] : 7 هي دالة مقابلة للدالة 32:2 -ح (2) / . 
الحل م ©* 2 + 5مر ‏ (#ر)اطر دالة مستمرة وقايلة للاشتقاق على 1 لأنها كثيرة حدود 
ل مستمرة على [3 , 1]| وقابلة للاشتقاق على (3 , 1) 
(1,3) ع ع« ,م - 32 ح (مر)] 
“. ل دالة مقابلة للدالة /ر على [3, 1] 


مثال : أثبت ان الدالة 2 «زى 2 - (مت)7 ' . جحي ثر: بر 
هي دالة مقابلة للدالة ‏ 2 205 -ع («))ر 2 8 جح 8 :/ ثم جد قيمة ‏ 07 :005212 مل 
الجل : 

. جه تر : ر 2# 0605© ح (#2) /ر 


هي دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق على 14 
1 
51722 - ح (2) 1 
2 
هي دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق على 14 


1 
رع + 9 (ندا ] - «ة 5ه - 2 (22 605) م ح (2) 1 
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جم 2١‏ موحد 


“. ا هي دالة مقابلة للدالة كر 


) 7 - (ط) " - مجه هم 1 و1 : 


احب 


1 


(20 سنس - ب 2 سنو - 2214 مو ) - 42 +21 / 
511122-10 رج - 210 1 ر] ح- 013 3 00 


1 . 2 1 . 0 1 _1 0 1 
- 10 2 2 5130 -  )1( 2 )0( - : 


الجدول التالي يوضح العلاقة بين / والدالة المقابلة لها 1[ 


اااا# ا ا 


1 )| 1- 2 11, (عد)ن/. |( ر] 


1+ 1 


1 : 
(0 +02) 065 ل ( + عده) 5111 
0 
1 
(8 + غده) :11ى - ( + عجه) 05» 
0 
1 2 
(5 +1 03) 2011 - ( + عده) “566 
0 
1 5 
( +:4«2) +0 ل ( جدعيه) “ثعى 
0 
1 56 - 
0 
050 م 


لذا نستنتج أن © + (2) "1 - :23(03) كر |[ حيث أن © ثابت حقيقي 








ملا حظة : اي نضيف الى الاس واحد ونقسم على الاس الجديد أ 
0 
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. 3 
مثال :اوجد 01 2 و[ 


الجل : 


1 
مثال : أوجد - 03 ]3 011+ 6ع 56 مل 


الجل : 


1 


5 


1 
1 1 1 2 2 
- لح د يت -ح 0عمو - 2 عمو ح 3[دع56] ح :د د :01خ دعع5 6ل 
( 000 م005 3 0 0 


21-14 ب 
1 


حسم | دحم 
لبح 


1 
مثال : أوجد - 3 5222© ,ل 

4 
الجل : 


1 11 
0-1-1 - 2 2-60 201]- ح ور )01ع-] - معدل رأعى 


8 احب 


بمتسبي” 
ع ادم 
ع ادم ع احب 


1 
مثال : أوجد ‏ 36 “52 مل 


الجل : 
1 
1 فد 
1 1-0 - 0 تدا - 11م - [د «تمغ] - يد عد تععو / 
0 


حب 


2 5 ١ 
مثال : أوجد 2 47 22 إل‎ 
: الجل‎ 


7 1 8 [1 23] 23أتير | 
بلع 222 لينم سيم سم | 2[ سيم سسم للم -_ 0-7 حا ال 6" 
3 3 3 3 3 3 1 


خواص التكامل الحدد 


ب 


) اذا كانت /ر دالة مستمرة على [2 , ©] وكانت |8 , ©] © 2 , 0 < (32) /ر 
فإن دعه هار ]| 
0 
0 < عق 2د ن] لان [1,2-]ء «لا, 0< 2م - )رم 
0 < عه 3يأ] ين [2,3-]ع ««لا, 060-3<0)ر/ 
0 < 10042 +ع رول لأن [2,3] ع دلا, 0< (1 +») - )مر 
؟) اذا كانت / دالة مستمرة على [8 , ©] وكانت [8, 4] © 2 لا , 0 > (32) /ر 


5 
فبن 0 > ج4 100 | 
0 
4 أعدادية لتورة كيين تل ا 7 07707705007 








2 
0 > 2(42-) | ين 121 و« , 0> مام 
1 


1 
0 > دك / ان ,2-11 ]ع جر 0> )م 
ب 
6 انكانك [العده) مسشخرير شار عامل 
اذا كر دالة مستمرة على [2 , 0] وكان © عدد حقيقي ثابتا فإن : 
7 5 
جه 00 / | ء دععة قماء / 
. 5 01 0 
مثال : اذا كان 8 -2(0436) / رل[ فأوجد :03(<) / 5 رل 
الجل : 
5 5 
0 - 8< 5 ح 032 (<) [ ,| 5 - 43( ) / 5 رل 


؛) اذا كانت دالتان 2/, 1 مستمرتين على الفترة [2 , ©] 


7 / 00 - ررك ريعي / 


ويمكننا تعميم هذه الخاصية على مجموع اي عدد محدد من الدوال المستمرة على فترة [6 , 6©] 


مثال : اذا كانت 17 - 23(013) 2 1 ' 5 01 1 فأوجد كلا من : 


3 3 
اك ((20) ير - (ت) /) ] عله )ير + تا ]) / 
الحل + 


3 3 3 
2 - 17 + 15 -ح غ2«( )ل | +عه وم | 000 0 ل 3 و / 
1 1 1 


3 3 3 
م - ج1- 15 - جورم / - مأك )رع / - :42 (0) ير - (0ت)]) / 
1 1 1 


مثال :اذا كانت 272 ل م2312 حت (2) كر فأوجد د (0ت) / ا 
الجل : 


3 2 2 2 
2101 / + ع1 321:2 | - عد (22 + 32:2) / ح- :03 (2) /ر / 
1 1 1 1 


0 - 3 +7 - [1 - 4] + [1 - 8] - 2[1ه] + 0[1*] - 1[و] + ا 


2002 ص 
1 
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) اذا كانت (3)/ دالة مستمرة على الفترة [2 , ©] وكانت (5, ©) © © فإن : 


0008 / دك 6 6 / 000 / 


مثال ؛ اذا كانت 8 - :4 200) / ,]1 ,5 - :43 20)] .] فاوجد :د2(4)/ ”] 
الحل : 
7 3 3 
3 - 8 + 5 - غ012 (2) /ر | +عههم/ / - 2(03) ر / 
5 3 1 1 
مثال : نتكن |د| - (]3) / أوجد :ده (:2) / و_ل 


الحل : / دالة مستمرة على |4 , 3-] ولها قاعدتان هما : 
0 ح 2« 9 
0 >> عد مر 


#2 0 4 0 4 
2 0 ٍ - 013 3 / + عد0 هر - عم | 5 


2 - 2 +2 - |0 + + | _ -0] - 
2 2020222202 2 
1 ح ع “7 1 د21 


ا ع1 - («)ر فاوجد 2(03) / 1 
الحل : الدالة /ر مستمرة على الفترة |5 , 0] وذلك لأنها مستمرة عند 1 - 2 لأن 


معرفة 3 - 1 + (1) 2 - (0)1م/ (1 


0 


مثال : اذا كانت 


هر -3ك 1 + 236) 1111] 
جمر _- - 
2.] - 5 - 1113] للد 2 

جين 


العايك موجوده و مس 7 0 
3 -(1)/ - (:2) ] 11 ] حت موجودة 3 - (1)/ ]] (3 
جبمر جنر 


“. الدالة كر مستمرة (1 >1[,12:32 < 171:23 فتكون الدالة كر مستمرة على الفترة [5 , 0] 


(1 دمع | +011 | - :0113 مر ] +عة هر | - 1( 3 


1 - 28 + 3 ح [(2) - (5 + 25)] + [0 - 3] ح (إنير + شعر] + 32[1] - 
5) اذا كان 
0 - 42( ) ]1 )1 
02 2) ]1 - - :2042) ]7 (2 
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1 . 3 
مثال : أوجد 02 2 ل 








3 
9 © قي 3 1 3 
الحل : 0 3 - :4 د ,1 أو باستخدام القاعدة مباشرة 0 - 03 7 بل 
2 
مثال . أوجد 2 «4 312 ول 
الجل : 
3 2 
09 -8 +27- - [8 -27]- - وهه]- د ممه قدة | - د عه 32 | 
2 3 
ملا حظكة : 
1 >2 حك 2 
اذا كانت 5 ح- («) كر _ جد إن أمكن  )2(0]1:‏ و 
1 ح م 2 -- 42 
ل هذا المثال تكون الاستمرارية متحققة لأنها معرفة عند 1 - 72 بعد ان نعوض بالدالة الثانية (2 - 42) . 
2 
دين 2 
اذا كانت 1 2 * 56 - 00م جد إن أمكن :03 (20) / ل[ 
1 < 2 2 -- 4.2 


ل هذا المثال تكون الاستمرارية غير متحققة لأنها غير معرفة عند 1 - 72 بعد ان نعوض بالدالة الأولى تت 
ملاحظة : اذا كان الحد الفاصل هو أحد حدي التكامل الأعلى أو الادنى ففيها وجهان : 
-١‏ اذا كانت جميع العناصر الواقعة بين حدي التكامل تقّع ضمن أحد الجزئين بما فيها الحد الفاصل 
فنثيت الاستمراية على ذلك الجزء وعدم الاهتمام بالجزء الآخر . 
1 - اذا كانت جميع العناصر الواقعة بين حدي التكامل تقع ضمن أحد الجزثئين وكان الحد الفاصل تفع 
ضمن الجزء الآخر فيجب اثبات الاستمراية عند 0 > 2 أو 0 < 23 حسب طبيعة الدالة . 
1 عم 1 >2 21:23 
لي اذا كانت 1 بر وديا - 0 و لاف 
دك (6ت) /ر 1 )1 
الحل : عندما 1 < 72 الدالة تكون مستمرة لأنها كثيرة حدود 
0 - [3 + 2] - [15 + 50] - 3:5 + 22] - «3(4 + :د4) م[ - :ج04 ) / ] 


1 
دك *) /رى_| (2 
الحل : نثبت الاستمرارية 
7- 3 +4 -(1)/ -1 
0 207ل (3 + 1111)4] 
جير ا . 
ل ا رس لوا اس 
2+1 
دآ ع رطا الدالة غير مستمرة ولا بمكن اجراء التكامل 
مثال :اذاكان 1- - 0 20 | 


4 > ع2 > 2 ع2 - 6 َ 
2 > 2 > 3 - ودمةأ - 6/ جد قيمتي 14 © ,0 


الحل : دما ان التكامل موجود فإن الدالة مستمرة عند الحد الفاصل وهو العدد (2) اي ان الغاية من اليمين تساوي 
الغاية من اليسار . 
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]11116 - 2 


* 2-2( _ 5 
7 + م4 0 0 (:2) ] 11] 
اه ”9 





(1) .4-8 -دن4 ج 4 حزق + نم4 


4 2 1 
1 - - غ02 20) زر ]+ 1 (2) رز / ج 1- - 012+ /ر / 


2714 2 3 4 2 
2 01 
1- - 1 -ه#م6| ل 5 + -ح ]| ج 1- -ح عل (م - 6) | +نجه(ط + تهم) / 
2 3 3 3 3- 


2 


1--[(12-2)-(24-8)] + 380 موه - 28 + سح 


50 
3 ظخ2> [ 7-- 120196-38 


)2( - - 158 + 350 ج 21- -9 + 270 + 61 + 80 


0 -21- -250- ج 21- -ح 600 - 60 + 350 د 21- - (40 - 1504 + 350 
8551 81- 


نعوض لي )١(‏ ع د 1 --250- 
4--- 324 ا 
١‏ ال 8210 


!سن ١2-ا-‏ هر وجد جهت)/ م 


الجل : 
2 ح 2 1-2 


2 ية - 80 / 
0 |2 -2]| - (2) /ر 1 


11111 )36 - 2( 7 0 2 1 
2 11) )( - 8 


مآ - 0 - (2 - ع) - وجا 
0 - (2)] - («) ]1 3 


“. الدالة ث/ر مستمرة على كل من [2 > 12:3 , [2 < 13:2 فتكون الدالة /ر مستمرة على الفترة [0,4] 


/ 000000 / 00 / 0000 


4 2 
1 -) / + ع2(02 + ع«-) / - 
2 0 
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4 0 2 2 
عه + ع 2 
و - [ه- ]+ اما- [ه | - 
4 - |2] + [4 +2-] - 


مثال : اذا كانت 2 2 5 و - (#2)ث/ر أوجد 201 ) ]1 1 
الحل : الدالة مستمرة 4 !1 لأنها مستمرة عند 2 - 2 
4 - (2) ث/ر 1 
بآ -4 - 2ن 1ززز[ا 


0 1[ (2 
وآ - 4 -ع (2 + 5 / 00 ) 
بير 


الغاية موجودة دآ حرا 
4 - (2)ر - رم رونا 3 
جح عر 
“. الدالة مستمرة 4 غ1 عند 2 - 2 


'' الغترة |1 , 1-] تنتمي الى الفترة (2 > 3) فيكون التكامل| 2 + # ع (32) / 


4 - 2-2]-21+ 2 - 211 + دعه2 جه | - ,| 


1 < عر 2 + 312 3 

2001 َ ”, 5 َ- 

1 3# 61-1 ) 1 و جلك () رى_ل 
الحل : الدالة / مستمرة على الفترة |3 , 2-] لأنها مستمرة عند 1 - 72 لأن 


معرفة 5 - (2)1 + 3)1(5 - (1) ثر (1 


مثال : اذا كانت 


رط - 5 - ع2 + 322 يمنا 
كيار د )2 
اه ”9 


وآ - 5 - 1 --1111162 
“#1 جتن 


الخايكة موجوده ج1 - 7 
5 - (2)ر/ - زمار ونا 3 
اه ”9 
“.الدالة كر مستمرة على كل [1 < 2 :12 , [1 > 2 :23] 


الدالة كر مستمرة على كل [3 , 2-] 


3 1 3 1 3 
2 + 321:2) / +1002 -62) | - د (20) /ر / + عد (د) ر / ح 03 (2) /ر / 
1 2- 1 2 -- 


2 -34 + 12- - 2 - 36] + [14 - 2] - [ثير + 3مو] + ,1[: - 322] - 
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حل تمارين (1 - 4) 


س1 : أحسب كلا من التكاملات الاتية : 


2 - 22 - م2 -03 و[ 20 
2-2 - كد -|ه- 06 


- ]6- 4[ - ]6 + 4[ - 2- 10 - -8 


1 
7د + قير + حك - م1 + م2 + 2م إل (م 


- -_- +)2(25 + 2 3 -_ +)1(5 + 1 


2 - [ه] - |6 + 2د] - [1+1+1-] - ]6+ ]| - 


5 
ري 2 2 - 03 (42 + يي[ 60 


20102 + ّ - 292 . ثَِ 9 


32 202 213 
2ح 16 ب 2 - |2 +2 - |18 +-- 3 


4 - عدا (0 
1 ح ند 2-1ة] ره سدس ).. 
1 >2 ك1 0 
- 56 + :1002 + ا - 1|023 - ا 
سي - (هي] + له [د | - اعد + لدم شيع - 
2 2 2-2 
111 
2 20202 
0 2 
)2 ) مزعب 3 - |0 00 2 لك - , إعسنى + كا - :جل دومع + مر)ب! [ هك 
5 ' 5 


2 
© داو #)|- د أئ بن - | 1م - 
11 و - |1 َ - أي :1 قّ [0] - 


ملاحظة .: 27 5411- ح (عز- ) 5111 


- [1 


5 11 
5711-- 1 
2 


227 


م ١‏ + متجعحكد 


3 


1-1 


1 دع + 2ع)(1 )3 1 3ر3 
د 4 21خ ةا | - ده | - 
2 2 








1 -2 1 -2 
3 ذو “تين 3 
بح ح ند (1 دعر + تم / 0 
2 2 3 2 


2ج ] - [ق +222 || م - | 1 | - 


59 ا كم 





107 6 
2- 3 5 422 223 3 23-5 3 
1 “7 53 + 4 - ريه و[ -< 012 2+ ج- - 2 إل - 0 حت )5 
3 
|2-عه - تم - 
1 
5 
3-2-8-]-[1-4-5]-9-12-21| - 
0 _ 14+24- _ 14 _ 
22223 3 - 8 و 0 


س2 ؛ أثبت أن (2) 7 هي دالة مقابلة للدالة (3)/ حيث 8 ه | , 0| :”1 حيث 6 + :51103 - (20) 17 
51 + 1 ح (*#)/ حيث 1 ه [2, 0] :“] ثم أحسب :3(03) / م[ 1 
الحل : لكي نثبت أن (3) 1 دالة مقابلة للدالة (2) / 
عد + 5112 ح (2) 1 
1 + +«ومع ح (من )مآ 
)ث2 ح 1 + يروم» ح (من) ]1 


“.الدائة (3)شم7 هي دالة مقابلة للدالة (3) / 


ج17 + 3 


1 
6 


2 ِ - [0 ل ا هذه - (50 - (ج) 5 دعوصار | 


2 66 
و3 : أوجد كاذ من التكاملاات الاتيهة : 
(1 +22 + 2()22 - 6 - مد1(50 +2()2 - 6 )2 


4 4 
ده (2 -مي3 - قم | د يدك (2 ديع - تو دعوم تم + قم | 
1 1 


2-2 ِ و-هنة ‏ 4 أيه 32 ** 
2 4 (16. ج "١4‏ |5 2 4 
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21+ 13 +128 13 1-6-8 
تششبئقة ‏ لكب وو [8- كس 


- ]64- 24-81-| 7 -- 


4 4 2 [4 
14 + عا ] ذم 
1- < م 1 +2 


خارج الفترة 1- >> 1 وي - للخم 


لذا لِك هذه الحالة نأخن الجزء الموجب فقط . 
3 م2 1 1 
د باه - |2-1 -|1+ <] - ]| -غ01 (1 لد 11013 + 
2 2 2 1 0 4 6 4 0 


3224-1 
حك ن 


26-_- 





م ف الهف م1) 3 (1()22+10 --12) 3 
يي ا ا تتشت تت زا 


3 3 
02 (1 + شير دعر + تموم / - مه + 202 +» | 
2 2 


8 4 16 2 34] *[ تير دي 
2 ل 12 مم ا 0 - 
8 09 81 8 09 851 
ل كا ا الى - |2 +18 - |12 + 472 -< 
13 532 48 ل 54 ل 243 
12 12 ل 


دك (4 + عواحة + عد)عدل ل[ - يدك 2(2 + عدل) عدا و (0 
. 7 1 1 
01 | ده + م4 + 7م / - عد (عداي4 + مر4 + رار ) / - 
0 0 


4 4# ير 1 1/3 
00 5172 د عه (قه جعه+ #م) | - 
لت 2 
كا ان هئات 10 -2+2+51] - 
15 15 3 5 
س4 : اذا كانت ف 2 0 و1 69 جد :د94 20) / ] 


الحل : نبرهن أن الدالة (72) / مستمرة على الفترة [4 , 1] 
الدالة معرفة 6 - (2)3 - (3)/ (1 
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رآ ع 6 - 22 11111 


237 [ -- : 
- 4 - (ت)ر مدنا )2 
جر 


الغاية موجودة 12 - 1.1 


الدالة مستمرة ‏ 6 - (3)/ - (1121/)3 (3 


4 3 4 3 4 
210 684 | -ح 2ل 01 - 011 
3201 | ++ ] 1 8)) | +ع | 1 | 
09 7 +12 - [9--16]+[18-6] - 2:2[14] + 613] - 


2 
0 ح عد 9 07 - )م فأوجد 017 6 وزاري 5١١5‏ / دا 


5 : اذا كانت 
ف 0 > 2 7ع 232 


الحل : نبرهن أن الدالة مستمرة على الفترة [3, 1-] 


0 ع 3)0(2 ع (0)/ 1 
بآ - 0 - 3)0(4 - 3122 1 


3 . 
1 -0-(2)0 -2 ف تار اه 
جرم 


الغاية موجودة 12 ح 1.1 


0 - (0)/ - زمر سنا 3 





3 0 3 
6 -27 +1- -[27-0] +[1 -0] - و[تم] + "[2م] - 2و3 / + :22 / - مار / 
0 1- 1- 
واجبات 
)١‏ اذاكان 61 - يدك 16 + 3260/22 (] جد قيمة 7 الجواب (3+) 
؟) اذاكان 15 - برك 1-“(1 + )2/ و[ جد قيمة 8/ العواب 11 
*) اذا كان : - 03 (1- 0 و جد قيمة 8 الجواب جد ' 6 





با ااا 1]) 


:) اذايعانث - ح إل حد كقمة ) 
( - 20213 71 0 5 0 


التكامل غير المحدد 
اذا كانت للدالة / المستمرة على |2 , ©] دالة مقابلة 1 فإنه يوجد عدد لا نهائي من الدوال المقابلة للدالة /ر كل منها 


يساوي ) +1 1 حيث ) يمثل عدد ثابت والغرق بين اكثر من اثنين منها يساوي عدد ثابت . 
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©» تسمى مجموعة الدوال المقابلة ‏ ') +1 !ل بالتكامل غير المحدد للدالة / المستمرة على الفترة |2 , ©]| ويرمز 
لها بالرمز :2(013) / ]| اذا كان رمز المتغير 7 . 

©» يصطلح على كتابة التكامل غير المحدد على صورة 17 ©  )'‏ ر ) + (<) 1 -غ2(03*) / ل 

©» عملية التكامل غير المحدد هو العملية المعاكسة لعملية التفاضل أي أحداهما تنهي دور الأخرى . 


متال : أوجد تكامل الدوال الاتية : 


الجل : 
د 2 5ر3 5 
ع +21 ل كر ل شير 7 0 - 02 (1 +21 + 32) | (4) 
ات 
© +2 - يو وى حدم + 1دير - بر وزو دام ل سه + 2د - ح2(0 2 + يرومع) | (6) 
م ل #شكدك - 03( 60131 65231) (3) [ + - ند( :0131 231 ) | (0) 
مشتقة الزاوية 


1 1 
دل (3) 63وج | +0 0) 2ه وج | 0 (32 562و + ده «نى) | 42) 
مشتقهة الزاوية مشتفهة الزاوية 


101107 605- 
اا 


0 
2 
1 
3:1 566 1 - 032( 011+ عد ععى + 22 ) | (6) 


+ (4 + بج2) ومع ك2 - عرق 2 (4 +2) ساد | 2 ح نيه (4 + ند2) سلى | (2) 
مشتقة الزاوية 
نلاحظ أن كل قوس مرفوع الى اس يجب اتباع ما يأتي : 
ب) يجب ان تكون مشتقة داخل القوس موجودة . 
ج) عند التكامل نقوم بحذف المشتقة . 
متال : جد التكامل 07 (27) 3(5 + 22) / 
يحل ٠‏ 20553 2 300-5256 ار يان عد 0ع 7[ رار 


ح يدك (2) 3(5 + 2ع) ل 


”| +تمر] 
'' المشتقة متوفرة اذن نكامل بصورة مباشرة 6 ل 00 


ملاحظة ؛ © + :1812أادىك - د03 < 0605© 1[ ©+2ومع- -02 :غ5 ل 
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مثال : جد التكامل 03 (4 + «3) 5(6 + غ8 + 32:2) ل 


الجل : 
1 
(8 +62) “(5 جه + 2دق) | 1 ح يدك (4 +32) 5(6 + بد8 + دة) | - 
المشتقهة 58 نضرب 20 
قسمنا على 2 


6 , 1 5(7 + ع8 + 312:2) 1 
© + 5(7 +824 + 0 سر دع لس شك تتشت كك 


7 2 
مثال : جد التكامل لكل مما يأتي : 
مشتفتها 5 
2 05 جح ين نزو ود - 2د د ومع 2 :غ5 |[ (0ه 
مشتقتها 7 
2 * عمو جحت ين ورمع ا - د مدع ع5 :01161غ |[ ١م‏ 
مثال : جد التكامل 07 2 + 31/22 / 
الجل : 
3 
3 2 7 + 22] 1 1 1 
© + 212 + خام - 7 امطفات ح يدك 5 + 2) 28 | - د04 2 + عمل | 
2 
مثال ؛) جد انتكامك كمل | 
1 1 
الجل : 
1 1 
1-52 2 1 3 2- 15-252 01 
[8ه+ 1) 06 | 3 -_ 3 |[ 23 [ه+1) | - / 
0 35 13 2 
بيشفكطة داخل الكوس تشري وكتسم عانن 3 [8ه+ 1) 23 





4 الدوال المثلثية علينا مراعاة ما يأتي : 
)١‏ نرتب بحيث نضع الدالة المثلثية ثم المشتقة . 
") يجب ان تكون المشتقة للدالة المثلثية موجودة . 
مثال : جد تكامل ما يأتي : 


1 1 
ع + دير 05 - - يدل 32 تولى | - 1 22 فى | - د03 جوزو | 1 


مشتقة الزاوية 
1 
-.1 01 حجزى [بدومء] | - :013 3 5111 ”005 / - 032 ”وم حلوزى | )2 


6 
اد - -ح يدل (511:0-)”[6051]] - - 
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تسمه 1 ماهد 


01 
ِ 2 -ضصسم + 4 | لغ ب | 
0 0)05) 1 2011 -ل 1 /بدعز 0542© 


1 
1 1 
ع + مومع 2/17 دع ل كلتتكلطكا د يرل برتمموو 2 (يزوروع + 1)] - 





َ مشتقهة الداله 


4(مدعع5) 





- د03 10111 ع5 برع عو / - 03 10113 مر تع عو / ح 0132 عد أعع5 32 011 / (4 
سس 0 


مشتقة الداله 


1 
© ل ع2 0117 - ح 012 عر أععد :01163 / ح عد ع2 لع 56 :01151 / (5 
7 سسش حت 


01 2 + ع( - 3 جه) | - عه (3+/) 3-3 ++ | - عن 3 +2 ]| (6 


3 
6 + انكف 3 - 


2 2 


5 
2 1 3 
علتبلتا - يرم 3(2 + ع )] 3 - يدك 3(2 + 2) ] - 


تكامل الدوال المثتلثية التربيعية 
ملا حظات : 
-١‏ التكاملات المباشرة كما لي الامثلة التالية : 
© + 20116 - 040 20ع56 |[ (1 
© + 6 غ+20- - 006 2520280 [ (2 
© + © - 016+ - 046 |[ - 06 6أعه5 | - 00 (1 - 6ثع6و) | - 080 1011260 | (3 
ع + 0 -06ع- ح 06 | - 06 “عو | - 00 (1 -64ث2عىع) | - 06 20126 | (4 


0 (2) 5260م[ -40] 21 - ون “كتفت | - 06 20زو ] (5 


مشتقة الزاوية 


+ 26و -20 - © + (260 :11ص + -42)8- 
4 2 2 2 


0 (2) 0 5م [ 2 + 06 ] - مك كتتققلة [ - 40 26وم» ]| )6 


مشتقة الزاوية 
ع + 26 برزىة + 416 - » + (120ى +2)6- 
4 2 2 2 
( + عجه) ومع 2 - ح زط + عدم) :517 |[ (7 


( + عده) 5111 - (ط + عدم) 5م» | (8 
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لفو - 


؟- التكاملات باستخدام قاعدة مشتقة الزاوية للدالة المثلثية وكما ث2 الامثلة التالية : 
مثال : جد تكاملات كل مما يأتي : 


ع +32 0605© 3- - 032 32 :وه (3) ]| 3 -02 51:32 9 | (1 


مشتقة الزاوية 


ع + قير ومع + - ح يرل قير ورزىو (3:2) ]+ ح يدل ثمر :نزو 22 |[ (2 
3 سحبكت: 3 


مشتقة الزاوية 


123 2511113605 - عز2ومع + :د2ووؤو/1 |[ - 032 :51712 - 1/1 |[ (3 


01 *2051(2© - 1122 5) /ء / - 032 052 +21 05 251111 - متوؤعل | 


1 (052© -22 5811) د 1 


© + (< 5111 + عد 6©05)+ ح ع + (51112 - ع2 و20 -) ل 


1 
ملا حظة : (5 + الى - (ط + عيم) “عد 





8زر ومع 2 «ؤةو) 











ع + ل ح 6د( مز وزو + عدومع) 7( ومع - عد ::1ى) [ (4 

آ_ 01خ مر لعجو *” 11+17 
10 - يرول عر ثم و3 رروخ ]| ح يدل - 5 

210111 1 3 2ك 31 01خ 1 ) 
1 . 
000001 ىن - ح ينه أام» تحمعى [ل أن ح نه «تهع جوعع5 ل 

601161 10011 
© + تك ح يرل بوأععو ع ورمع [ - حل -- | 6 

0) 2 


دل 3260523 205 25111:31) | - دل 0523© 511162 |[ (7 


ساك" 70 | 2 
1 ج) -< عه 0053312 | د - 
22 


0 512 لك _ 205 1 


5 ا 
© +326 0 حم ل 


5) 


©05 22-5110 ©05 22-511 


(23 5112 - ع3 2()©052 5111 + 22 05©) 
2222-0-1 تالت | لس 
+511 -213 205 


1 1 
1 (2) (221 1 |2 + 01 (2) 21 05© )2 - 013 (23 5111 1 22 وم6) | - 


1 1 
© + :23 605 ر 236 5111 ر -_ 


4 _اعدادية الثورة للبنين ابابل ا 07707105007« 


م ١‏ 2 متجعكد 


دل | -5<)5(02 ذعى ا - عد | 5 ث0 و2 | - دل (1 ح 5 أ و») | - ج02 52 ام | (9 


1 
006 52: 2+ 


© +ع - ع7 01 - دك | -<7(0) (56627)] 2- دل (1 -عد7 2ع 56) | - د03 :27 :نوغ | (10 


“'- اذا كانت الزوايا ِكّ السوال غير متساوية فتساوي الزوايا كما يلي : 


211 052» . 432 :1ك | (11 


1 2015© 1 5111 2 - 222 5111| |21 605 2132 5111 2 ح 42 5111 


د 2132 20355111 ومع) | 2 - يدل 0522© 22 0605© 22 :5111 2 ل 


6 حل 


24 ومع) 


- 2(02-) (2 غى) 7 ]ا 2 


12( | 511162 . »05431 


01 511131 31 055© ا 2 -غع02 31 0534» . 31 51113105 2 ا 


© ل 200 دح ل 


:- تكاملات مريعات الدوال الدائريك : 
7 فردىي 


1 زوجي 


بي 


مثال : جد تكامل كلا مما يأتي : 





1 2- 5ك 5 0 0 
6 ه- ح 436 (:33 5111 ) 605”31 0 
1-2 
1 -22وم» 
(:60522 + 1) ج 
005 -1 
ح عن 5111 


1 
2 )1- ©052«( 


1( / 00531 01 


دوزو -1-:1]60521 2 032 2< 05». (1 51112 - 0 - 012 2< 05»© 2 “205 / - عد 31وم»0 / 


) 11 1 


1 


1112711111 :د 


-3 51131 ح )2د 2< 205 2 5111و دعر ومح | - 


2( / )0052204 2 


221 205 + | - عد 20 5 + 1) م / - حل 2 (مد2ووم) | 





1 1 1 
01 | (420 دمع +  )1‏ +2 دمع 2 +1] | و - 0522© +0522 2 + 1) | و - 





ا 00 1 الل بمج عمسو دء 2 - 
00 9 ليل ”7 2--م 1 )2 51117 - 


)00 1 («056»© - 1) 9 
01 2 | عه | 2 دير كتتك بك | د يرك بمقتوزى | (3 





اع ب عم سس ست 1 
95 70 1 - :03 (6) :20561 ر 6 2 2 


دل (دثجنزى ح عر أومع) / 4 


5111201 ل عر كومع) د وزو ح عر كومع) / - يدك دادو ح عر ذ3ومع) / 


1 - برتوزو دعر ئوم»)| , م2 0605© ح عر وزو دير كوم 


5111 


6 + خكلة ح يرل (2) :2 وم [ د - دك :2 5م [ - 


0 م3 ار 5١‏ 


1-05 


51121 (3 2052 - 1) ع ا 1 | _- 5111017 5111223 / 511130 | 
1 205 - 


1 - ©05 2 1 - ©05 2 


3201 2052(5111© لد اا 1) / 


(60531 51112 +2 5111) ا 
1 0858© - 


5 "0 
2 


+ غ6052- 


01 ( 20522 نت 65 -1) / 


- عد ]1 ح يدك 04 «دؤأو) |[ - دل ع :زد | (6 


1 (221 2055© + :260521 - مر - 


1 
[ :4 تومه | + 013 :22 وم | -عنه | 


آ 
آ 
آ 
! 


1 
( ع صهدمء + 4)ج | + 011 212 وم | -عنة | 


1 1 
( جه [(4). قومء | 2+ |]ج + جك :23 2605 | -عنة | 
200 1 1 1 . 1 1 
ع ل 52142 س7 ل جن د 5721-2 سس لاسن سد جح © + [ عله اع 2 + عدت + 5111226 - جر 


4 4 8 32 


1 1 
4 71 ل 2 ل 
6 ل نينر 201 ع2 ا" 796 
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جم ١‏ متجعحد 


7 / 205 23 . 511123201 


(.054ح + 1 - 0522© 





(23 0605© - 1 ح عن 5111 


 ] )5 2216- 2054 21( 1‏ 205 -1) : 205 ]| - 
| دك (4) :د4 5م»© + عد ]ا - (2) :23 05) ]7 - :0 [(42 05ح + 1 -221 05 ]]- 


511١1 1 1 . 1 511١ 1‏ 1 152172 1 
6 لح ري حاوف رو دع + |( عق بيرع سد 
16 4 4 4 


2 2 ]2 
1 (20 51112 - 1) 21 0605© / - :03 2052212 0523© / - د01 05321 / )8 


1 1 
1 (2) :2 05 :216 51112 / د - :43 (2) :22 5م60 ا - :03 (2 5م :21 51112 - :21 5ه | 0 


1/1١ . 1. '‏ .1 
© + :23 651717 - 50120 1 دمح ل 52113212 [2)2-+2 51 


01 5171232 + 1/1 | (9 
1 511136051 2 ل ع2 2و0ح ل متوفول | - 02 22 ع + ١/1‏ 


د “2052(4© + 2 5111) /١ء‏ | - عد 0522© 0513© 2 58311 2 ل متوفول | 0 


© + (2 5111 - عد 05©) + ح ع + (ئ2 5131 + :د05 -) 2 - :03 (:0512© + 2 5111) + / - 


1 ٍ : : : 
0010 - 3 3605 15111 [3 005 3 25111 - 23 5111 20522 517142 | (10 
م1 1 1 1 
لاع “5171 [ + - نك *[236 5112 ع] [ ح عد “(ددمء عد :11ى) | ح داع “دمن عدثمنةى ل 
ع1 1 1م 1 
ع + ( 4 1 6 - :01 (.2054 - 0 جح 


1 («ع56 + :22 2»05) (مدع 56 - :22 05©) | (11 
دل (مدلعه5 - ع2 052») | - د01 (دعء5 + 22 05») (2© 56 - :22 5مع) 


01 د662 | - بده (.4) :22 5ه | (ج)ج 


1 1 
تت - 2 الك الك _-- 
7 و+دعهج | 1 [2 562 - (<20542© + 1) | - 


1 1 
- 221 25111 436 - 6031261 


دل 225 + تير | (12 


الحل : نستخرج عامل مشترك لأن المشتقة داخل القوس غير موجودة 


1 
ده 22(5 + 4) د | - د01 عه +1 | - يدك (22 + 1/501 | - 


237 


ةا 1 د 


1 )1+ 225 
4 | 


3 
عه “قاو - 100 رقا 


4 - 2511132(2 01 - | 0 - 4511131: - 451112323( 1 


- 2 ]0 : 223 41: 01: - 0 : 2125 + © 


(2056172 --2 + 4511131 - | ح عد [60ومء -1) )4 + :45111323 -1) 2 
1 4 2 6 4 
+ 0001 -321 0005 +3 -6()]1) 0561© | -3(0136) :511133 | -03 3 / - 


دل 201:5 + 22 011غ) / (14 


1 0142© + :3 01 32 24011 ل تسم ) | - :13 *201(5© + عد ممع | 


: #وسا مه #س ون 7 
ع2 [(1-ع2“عموع) + دتي 2 + 1 بر كعع5 - 
005001 








+ 2 - رثعو + عتومه) | - 


© + :0113© - يدانم ح يدل (مرأعوح + وى | - 


ملا حظهك : 


20522 - ع (إذوموع عير كورزو ر, ع “و00 در فورزى ‏ ,| 260522 -1 , 2-1 :511 12 


حل تمارين (2 - 4) 


جد تكاملات كل مما يأتي ضمن مجال الدالة 





2 4 5 2 _4 ت شك ى 2 
عه ( 122 / 0 01 1222-9-9 | - 2و0 9 9 ا( )1 


0 


6 + 12 - 5عدم - 02 (12 -422)| - 


دا كلد - عدوا ,. ا ”اد - وول 5 6 ابتار 20 


1 


1 107 1 م 1 
مر [أ2ور قل - غ2 تام 2 - 
١‏ )لم -- لق 
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و ل 


م5 - 3) 2 1_ 5ل/ء 17 1 :2-2 
) 5 - 3) حل حبرل | #22 ال [ 2د 75 -3) حي 
8 0/75 ا 7 5ل. 
مشتقة داخل القوس 


+ («3-5) كت 0 


2 


01 “دك مه (16 51112 0ك 605 م دين و00 / )3 


1-5212 2 1-5212 2 1-5212 2 





(52122 + 1) (52722 - 1) 
7 0523© (511123 ل 0 2:2 ساس سس ا حت ]سح 
2 5212 -1 








“*( 5111) ٍ 
0 +22 5111 ح- 012 (د 05© 51112 + دودم) | - 
ح برعوحم 1 0513© رأعون | (4 
7 5111 
دعم - 1485| , يوك ع« ووه ل يرمعو ] ح يدل 2 205 2 2و2 2 عو ] - 
و" 51117 
ويحل بحل آخر بوضع 0-6 د رعو +2 عوع- - 03 2012© 2< 52ح | - 
دل <. 4 (5 + 322) |[ - 01 1 )5 
1- 3 + 1)322 1 
+ ببس دع م للنتتتت د يو ورم .4-(5 + قوق | 2 - 
5 5(3 +1832 2272© ع لانن ال 3 ع 
2 عضن دل 5(2 + 2)/ة ]| - حل 25 + ع 10 + 22لا | 6 
5 3 55 + ) 
(مشتقنة داخل القوس - 1) 5/36 + تح عن جل - جه 53 + | - 
3 


1 2< 5171( *5وم» - 1) |[ ح 2ه < اناد « :زه |[ - ح0 ع *نزه | (7 


1 (51113-) “صوهم) | + :13 1 5111 / - عد 2< 0525© 511112 / - 3[ 32 5111 / 


3 
1 05© 
0275 5-5 
3 
المقام هو مشتقة زاوية تكامل ال 605 01 محلكة ]| 8 
1 
- 1 / 1 2 - 1) 0605© 
1 |2 04-2 2-) [ذ- هك عم | 2- -ح يدل سدا| 5 
ح لحخكث 1-272 


مشتقة الزاوية 
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م 2١‏ متجعحد 


1 
© + نج - 521/1 2- جع ل 2( --1) 521 2 - 


2 -1/1 5111 
د 





لو كان السؤال أعلاه بالشكل التالي 01 
المقام هو مشتقنة زاوية تكامل ال 5111 


عه (2- هم - 4 2-) 5 - 4 سند | 2-- ح ع0 حم 





1 
2 01 
مشتقة الزاوية 
1 
© + ع - 1/1 205 2 ح ع + 2( - 1) 205 2 - 
'' مشتقناة داخل القوس غير موجودة نفتح الاقواس دل 14 + 322) | (9 
3ر6 5ن 
ا 
دعو أي. 5 101 
101 1 
2 
[1-2) 22 5-2 - 727 
ا | 0 3 م . 
2 2 
1 1 1 
دك 0-2 .272 22 00 2< 22(2 -1 )| - 
13 13 
2 - 1) 27 -1) 4 1 / 114 
ع + شلش 4ت جح م4 لبهت 2- - نجه | 2 سه - 
3 3 2 
2 مشتقهة داخل القوس 





عد/ء عداد ح عر لو كان السؤال أعلاه بالشكل التالي 01 مر 
6" 


لس جه عامل شرك جر 
4م 


حم 


"6 


' )1 د د م (1 القض دعت 


مه بل | ل 


1 1 1 3 1 
2201 تم | - 0132 224 24 . 53 4م ] | 


3 
24 


3 1 3 1 
22-2 22-2 1_ 1/ 1 1 
)+ علد 4 جح م + للجحي-د 2 ح يرل )2 2 02-2 | 2 
3 3 2 
2 


مشتقنة داخل القوس 


2 053(5ح2 + 1) | (11 


- ]1)14+ 220532+ 005 1 205231: - 1 + ©0562( 
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2 مسعحد 


1 
01 [ 60ومء 1 201 260531 لد / / - 


1 1 1 
دك )6( 6 | 2 + دل || +3701 دقدمء2 | 2 +جة | - 








1 2 3 
ل 700 521-321 ل لدج داعم 


الشخكست 0 مسد 7 ١‏ 0 

3 2-7 6م ")2 ' 3 1 
ع + خفقتك - يرل (4) 00024 ] 2 - 1 42 “ع5 | (12 
و 5306 - ح يدل (2) «221عوح ا - 2د 052622 | (13 


10110 


© + عر - كح ح يدل( 1 - عرق “ءء5و) | - 2ل عدة * انغ [ (14 


١/60 - م‎ 1/0 01 





15( ] 


521221 4 رتوو 1 


2522 -- -ح (دا + :2:2 0ع ع (ن) رز 


20 -) (221عوع) 11م ) | -- 


3 
1 3 1 2) 1 
© + (2 63مع) دن 0017 م لل 


2 
43 (4) 42 ومع أ + عد 1 - 03 (054.3ح + 001 - عد 20052212 | (16 


تلد + دع الوسكلد + _- 








ناد دج م لد اتلد - 0 - :205162003 - 001 - عد <8 5111 [ (17 
2 


- 1 + 260561: 1- 0501+ ©2052 61: - 1 + ©205122( 


1 1 
011 [ 12ومء +01 71 + 200561 ل / 1 - 


1 1 1 1 
[:60512:12(4 | 2د + عد |]2+ه6) 6 | ج +43 | و - 


1 | 1 2511 5 1 ( 5 5 2 
4 6 21*37 12 0 
1 


1 1 1 
6 +4 17 لي 70 يا" 2 
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جم 2 متجعحكد 


5 
© + 517111236 2ج :225171623 221 - 


اللوغاريتم الطبيعي 


لتكن 11 دالة موجبة قابلة للاشتقاق بالنسبة الى 72 فإن مشتقة اللوغاريتم الطبيعي للدالة ]1 هي : 


2 مشتقنة الدالة 01 1 
لقف - -- ح (مة1]) | وعليه فإن أء + |171[14 - 411 - ]| شرط ان تكون الدالة (]18) موجبة 


وتستخدم هذه الدالة 4 توفير المشتقهة الأولى 2 بعض الدوال التي يصعب اشتقافها وهي نملك مجموعة من الخصائتص 
الخاصة مثل : 


برس عدم - (2) ما أ 2 ع (لند)10ا | , 7ق 11 + ع« 120 ع (بومد) 2 | , |0 - 1111 


٠ 01‏ 
مثال ؛ جد 7 لكل مما يأتي ؛ 





(4 + 322) :81 ح مز (1 


62 011 
سنن تح اكد 4 + 31:2) :71 - 
4 + 31:2 ار كر 


(3 :511) 111 ح 7[ (2 
1 605 22 017 


12 01 ج- ح تحت جح (خ2 :581) 11م ج 
7 5111 01 ) / ) 





زو 1 - 30 


1 
دم - برج (ج) 1 -ح وق 


2--- 22 111 د بو 
2 1 01 
2 _1ى_ ينه 
2 2 01 


(22 + 3 112)8011 ح رو (4 
2029 + ع2 17:)64011 ح بو 

22 ل بر ةع ع5 _ 0418 

2ير +3232 012 

( 1711)111 ح رز 5 


1 011 
0-0 كح (2 7117 0 


1 
211+ 1 





1 
2027 
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ح- [7 (6 
0-07 1 017 
3# 2ك 


مثال : جد مشتقة الدوال التاليك : 


1 5111 +24 605 2 01 9 
- لل جح (نر وزو 2) "1 - بر (1 
251111 01 


2رو رو 101 _ 0137 


2 _- 
9 0 ج ر “زع )11 ع بز (2 


0 11 2 - 1113 ج 32(7 111)5111 - وآ ج *(2 5111) ع بز (3 


/ 


1 ©05 1 


1 - 1 1 -- 
(2 5112) 0172و + 50 )بر ح “بو ج (2()1 :511) 111 + 26 5 








0 
تعريف : 6 ل |:| 1# د ل اي اذا كان المقام اسه ([1) ومشتقته موجودة بالبسط فيكون تكامل 111 . 


مثال ؛: جد تكامل كل مما يأتي : 


بي 


» + |1 +ع مه - كك ]1 


(1 + د4) 20 


0 2 
0222 + 001 + | + © 





605 
© + |2« 5112| 11] ح- عدل0 : / - نجه :غ0 | (3 
1 5111 








01 بر 
[| 2 - 
وال يان 7 11] - | م 
0 6 0605© 
+ |0 هذى + 1سا - و2 | 
0 +521 ل 1 


دالة اللوغاريتم الطبيعي 


الدالة الاسية "© هي دالة عكسية لدالة اللوغاريتم الطبيعي بمعنى آخر هناك بعض الدوال عندما نشتقها أو نكاملها 
ندخل عليها الدالة الاسية ثم عندما ننتهي نقوم بالغاء الدالة الاسية عن طريق ادخال دالة اللوغاريتم الطبيعي الهدف 


من هذه العملية هي لتغير شكل الدالة المراد العمل عليها . 


2 "6 - (مشتقة الاس) ([اددائة) - (0ه) 2 





وعليه فإن أ + "6 - "» | | وهي تمتلك مجموعة من الخصائص الخاصة مثل : 
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اكه ميم 222725258 


مثال ؛ نتكن *67اج ح تر فجد 2 


207 بج نداتمنى حر 


2 1 10111 
560 ). م86 ح- 
) َ( 01 


مثال ؛ جد :دك “ته عن ][ 
ع ل © - دل 2136 د - :01 16 
الد١ئل24‏ الاسيه (اللاساس عدد ثابت) 


نفرض أن 0 عدد ثابت يمثل أساس الدالة الاسية فإن مشتقة أي دالة اسية مرفوعة لقوة 1/1 هي 





00 01 5 ) | ا 84 5 سم 1 01 
6 17 . “1ه ح (مشتقة الاس) | الاساس 1718) | الدالة) - 07 --| وعليه فإن |6 + 6 حر ح ينك (ه) ل 


وتتميز ببعض الخصائص التي ذكرناها 4 الدالة الاسية السابقة وسوف نوضح ذلك لف المثال التالي : 


: 01 


2( 3-ت4 )4 جا - (26) (11)4 42-3 - 2 يج ين 1 


1و م» . 55177 (5 111) - (2»051) 5 11 551717 - ' ح 5501# حجري (2 


2 -2 


ا ب 112()12(7) - قير )0 4 012 0 ب 125  -‏ (3 


2 7 - ا 73 د بر 4 


: 01 5 
مثال : جد 5-5 لكل مما ياتي : 
(1 + 2) د كدي - ا جد عندثكدى ح- 37 (1 
01 
بولح :1 1ك -_ 017 جب 061 تت 0 )2 
01 
67 -(1-)* م - 52 ج >< م ح رز (3 


0" ل دس 1 ع 7 (4 
- . 0 ش 1 


01 
(*م2) وم [كم + تمعع]| ع إتم ل تهعر |( *2:6) 05ح - 2 ج (*عع )5:1 ع (7ز (5 
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2 01 56" 
[(4()1 1 ) 4] (3 ب) 2+4)ج - ع جب 30+45 - بر (6 


01 


23 2) 2ه 3موم- د سد جح ذه 6ن - رز 7 


! ! 01 ! 
55110051 (5 111 ) - :5(051) 551727111 7 جح +5517 حاديرز (8 


مثال : جد تكامل لكل مما يأتي : 


+ تدتعق د يرق (1 + 22) مين | (1 


مشتقفةهة الااس 


ع + ت"أكى - يرل زمر ومع) * الأكى / )2 
كك اس 


مشتقفهة الااس 


1 1 
6 + 26 - يوك (32) أت ا - مول غير تق / - دك “مم تيو | (3 


مشتقة الااس 
01 2م + مم2 + 4 | - د01 2 +1 | 4 
م + 2م 2 ل 262 ل ير - دك | (2) عتوخ + عوج + 1 | ]| - 


ع + لكأن جح يرل برأع وو , تدان |[ (5 





01 
عد هقح حو كاثاي > يواح 7 ]60 





0 أت 
+ - ع2 | 2 - عه عد | 7 


» + ف مه ح يرل ع4 [ (8 


ع + -5 000 - 0 (7) 270 عوى) 310373 | . - عد 27 عمى) 3107177 | (9 


حل تمارين (3 - 4) 


01 
س1/ جد - لكل مما يأتي : 


ل 0 
3 حك د اج يرق 1 ع بز رو 
1ت ل 1ل -22 ب 25) بور - 
- © © - +0 - بي ج زي) "ا - بر (م 
0-7 1 -0427 2 5 
ج بره 2 د 2 جح 1ن < بر 0 








6 0 5 
ح -.(1712) 2ح كد جد (:112) ح جز (0 





3 __ 4 24#*ة- _ رك 82 _- 1053 5 
-- 1ر3 لس لك كه ج 3 يري[ - رز جب )2 دتره 
00111 را (513-)- _ 07 - _ 
دومع-2 2-2 #ومع-2 2 2ك 0 )2 0 2 0 . 0 
جد + 5ع (3 + يو10-) - (3 + مو10-) , قنعق قدي اد لك جد 345+ 5و د بر (ع 
لخ ادق - 01 - 
(و ص ” 2 - 9-52 7 0177 - 2 ب 0 حب 1 
7 - 





2 0 4 _- 1 
) كد 7-(2-) 7 لله د 74 د بر )1 


(2 + عج) تمعن - م2 . خع + عع .تير - لل جا *ىثير دبز ([ 


س 2 / جد التكامالات اللاتيه : 


0ط 500 0 1 1 
مشتقة المقام موجودة فا تذكامل هو 11 و" 1 (3 


2 - 11122 - 0 - 4 :ا - 1 ا - 4 :1 - (1 + 0) 1 - (1 + 3) 2١‏ - 1|[3 + | 1] - 





(9) هآ - (25) ا - (9 + 0) س1 - (9 + 16) 15 - 9|[4 + 2د 10] - :جه حي و (م 


- 1152 - 1132 - 21 5 - 2103 - 21 


|[ 211:3ج -_ 5 ]ل 5 ا - :01 )2( 212 0 بول الت 1 0 


د 


2 2 1 1 
2 -_ 003 - 0195 321 5-5 2 ]16[ - © 


[0م ل قاطادى] # ح 04 ]| ح :1(03-) و - ح يدل مهم (0 


3 5 1 ا -[2-1-1] - 0ع _- 7 ]| _ 5 


0 ليه »سس 177 لز يي 1 3 | سيد مت 


233 
. : 5 ٍ ا لمعم ح عرق ت3م46(م + 1) 1 39 


ويمكن ان يحل السؤال بطريقة ثانية وهي توزيع *© على القوس بعد فتح القوس 


(1 + (4)0 + 03) جن - 1 + (4)1 + 13) جز - 1([1 + مره + قبو) ون] ‏ مرل 14د اد ر) م 


(4+1+ 5م 


1+6 -ح- 0 - 6 1غ ع 1 17 - 16 - 


1 1 
0 2م حر كان 4لدى 4لا ] - تم - :4 2 عد 53 1 يري “” 2 تور 8 


3” 





1 731 + 112:12] - مد 1 9 


-- 24+14011 1 


3 6 71 ل 2) 71 - 1 71 + 11)2] - 


١ 15531111‏ 7111 اا 


م ١‏ 2 متجعحكد 


7 - 0 - 13 ح 11م - 





3 ح-ح (1 -11:)2 - (1 + 11)2] - 
01 3 205©. 1 (511) :1 - 03 - 20 


ف 
6[ - عه حل ا 
0 6 23 5111/ه 5 


ا 22 «زى) | 2- 1 - 








2/550: 


ب 


2-2 - | 21-2 - يل -2]01 - | | -05و| |2 - 
1 51 014ع(1 - ع5 أعوء) |[ - ده :5 أمء .5 0164© | - دل :5 ة1م0ح ل 


) 
521 66 | - 022 (510 2522 51 66 | - عد 5 غأم» -دعر5 “لعو ير5 66 | 


3 05 1 
01 كل | - :د01 (5) 51 “#عوح ند5 6 
5111 ل 5 5 


905 ٌ 5 1 008 1 ع5 12015 
© + |52 15111 11 : 6015 ح حم + |52 115111 : ع 
3 121ى-) 3 605 2[ - ح يرل ع :ةك > تكن م را 
م1 - [1م 5 0 _ 5 اوكرع 53 م -- ب 0 
7-2-1-1 


[2] - جك ] - دك 1د .عد م <- ده 2 
فى 13 اثبت أن : 


6 - د04 «اويو [ )1 


عا 
8 /دا/احيائي 2 - 4م د 2 
1 1 
2 1 1] ”م سا1 | 1 ة 72 - 3ت 5 
[ 342 6 0 |3 - 01 3 2< . 12 - 23) | يه كا | - 11.5 
3 1 2203 1 


3 1 3 1 0 
أله -نه] - ثيه لمر رهد سياه - 


1 
5. 8ه - 2 - (2)1 - 112 -1] - 1[2 - 2]] 2 


2 


0 - 642 - :د3|ر] (0 
2< << 33-6 _ 
2 > مع | -ا6 34 


7707007-10 اا 





4 2 4 
-32) / +02 (6 +ع3-) / - 6|022 - عر 3ا | - 1.11.5 
2 2ت 2 


3 13 
6 2 7 ل و62 ع 25 3 


م | - [مه يج + [م عي - إهدء 


[12 --6]-[24 -24] ا - 
ذ. 1 . "ا - 30 ع 6 + 0 + 18 + 6 - 


س4/ (2) / دالة مستمرة على الفترة [6 , 2-] فإذا كان 6 - د 0ت[ وكان 32 ح :3[021 + )را 1 
فجد :013 0 
الحل : 


6 
2 - 3[012 + (2د) ر] / 
2- 
6 6 
2 - 0112 3 / + عد (2) ر / 
2 2 
6 
2 - ص "[3] + جك 20 زر / 
2- 
6 
2 - [(2-)3 - (3)6] +4 (مد) /ر / 
2- 
6 
2 -ح [6 + 18] +0122 (2) ر / 
2 
6 
2 -ح [24] +02 (2) /ر / 
5 
6 
32-4 -ح غ012 (2) /ر | 
9 
6 
8 ح- 012 (2) /ر / 
0 
6 1 6 
00 / + يدك (6)/ / مر / 
1 2 2 


1 1 1 
2 - عه 00 | جه 8-6 - جه 00 | هج 8 - 6 +عة 00م | 
2- 7 _- 
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' _ 1 
س5/ اذا علمت أن دك عد 125602 2 - عدف [2 + ع ) ]][ فجد قيمة 1 © 0 . 
الجل : 


3 حب 


3 1 22 ير 4 1 0 
011[0] 21 5 2 “562 / 2 | ) / 
[0 تمع - 2 «بمع] 2 - [5+4]-24+ 2م 
4 2 2 2 2 


٠ 0-0 1- 2]1- 0[ : 1 1 - 2‏ 
2 دم -- اح- آذ م حت ا -- 
276 25 276 ك2 


002 3 <+ هرا 0 1-2 رك 
- 0ك 37د ]| ل- حت للك الك ب تت 

225 27" 22 27" 

0 - (2 - ©)(3 + ») ج 0 - 6 -ن + عو 

يهمل ‏ 3- ح 6 جح 0( ع 3 + 0 :6111161 

لأن 1 < 0 2 - 0 جح 0 ع 2 - 0 01 


س6)/ لتكن 1 +22 + 2مر ح (مت)اث حيث 1 © 5 دالة نهايتها الصغرى تساوي (5-) جد دك (26) ]1 


انحل بن 2 اكه كيامة سكوف 
1 + ع2 + شمر ع (من) ر 


2 + 22 ح (مد) زر 
2 7 
1--2« د 2- -22 ج 0 - 2 + ع2 ج 0 - (2) /ر 
لأنه عندما يأتي 4 السؤال نهاية صغرى فهي تمثل الاحداثي 77 4 النقطة . 


(5-, 1-) هي نقطة نهاية صغرى محلية وهي تحقق معادلة الدالة (3) / . 
4- دي جج ع +2 -1 - 5- جح 2 + (1-)2 + 1(5-) ح 5- 


4 - ع2 + ذعج ع (ن) ر 


3 3 
د (4 - ع2 + ذر) / - جه | 
1 


4 »| ب اج 


1818 _ 26 
3 


س7/ اذا كان المنحني 1 + 3(3 -2) - 5-9 نقنطة الانقلاب (82, ©) جد القيمة العددية للمقدار 


0 (0) / 1 - 0م ]1 1 


الحل : نقنطة الانقلاب ناتجة من مساواة المشتقة الثانية للصفر 





- ]94+9-- 12[ 2+1 4| - 6- | 


1 +2-3(3) - (#ر/ 
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7 - 2) 3 - (مد) ز 


3 -#ج 3-0 يف 0 - (3 -2) 6 د (3 -ع) 6 - )رم 


نقطة الانقلاب هي (1 , 3) 1 -3-3(3+1)- (3)/ 


 5<- 1‏ , 3 - م جج ((ط , ع) ج (3,1) 


0 0 
د (3) كر / - حلمم | 
0 0 
3 1 
05 - :)6 / ِ 36-7 | 
0 0 
لجع - لاه . 
0 2 0 3 


])1 - 3(3 - )0- 3(3[-]3)3--3(5-3)0-3(4[ 
- ]-8 + 27[- ]0 - 27[ - ]19 + 27[ - 6 


إيجاد مساحة المنطقة المستويكة 
مساحة المنطقة المستوية المحددة يمنحني ومحور السينات : 
نساوي الدالة المعطاة بالصفر ثم نحل المعادلة لايجاد قيم 3 ومن ثم يتحول السؤال الى أحد الاحتمالات 
الخمسة التالية : 
أ- اذا أعطيت الفغترة |2 , 0]| 2 الدالة فنقوم بتصغير الدالة واستخراج قيم 7 فإذا كانت تنتمي الى 
الفترة المعطاة فنقوم يتجزتة التكامل الى جزتين أو أكثر . 
أما اذا كانت لا تنتمي لها فلا نجزيء التكامل ولكن 2# كلتا الحالتين نقوم بأخن القيم الناتجة 
المطلفقة للتكاملات . 
ب- تعطى القيم على شكل [8 , ©] مثلا أو على شكل بعبارة المستقيمين 6 - 0,32 - 2 ويكون لها 
نفس التفسير السايق . 
ج- اذا لم تعطى فترة أو مستقيمين 4 السؤال فإن قيم 7 الناتجة ترتب تصاعديا وإعتبارها قيم 
التكامل دون اهمال اي فيمة وهي على الاقل فيمتين . 
د- اذا كان المطلوب إيجاد المساحة بين منحني ومحور السينات ومستقيم 0 - 2 فقط . 
نقوم بإضافة هذه القيمة الى القيم النانتجة من مساواة الدالة بالصغفر ثم ترتب تصاعديا 
وإعتبارها فترة دون اهمال اي قيمة . 
ه- هناك بعض الدوال لا يمكن تحليلها لإيجاد قيمة 2 عن التصفير فإن المساحة تكون تكاملاً واحدا 
وعلى الفترة المعطاة . 
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جم ١‏ 2 متجعحكد 


مثال ٠:‏ جد مساحة المنطقة المحددة بيمنحني الدالة  4«‏ 3 - (2)ثر ومحور السينات وعلى 

الفترة [2 ,2-]. 
الحل ؛ 

0 دع4 اثير جد ع4 - ثير - (من) /ر 

0 ع 40 - تيع 

0 عد -1ع61/[12© 

|[2- حم , [2حع]| , |0 حم 2+ ديرج 4-0 تعر بعرم 

41 


4 0 
4 - [و-ه4 -[م د 7ل | دعو ضصه- تم | ديم 
|21 4 0 


421 فير 2 
4- -[0] -[4-8]- |2 ل - مجه ضيه - قد) | - يق 
0 4 4 0 
114رديه 8 ع 4 + 4 - |4-]| + |4| - |مي4| + |4 ]| - 4ل 
مثال : جد المساحة المحصورة بين منحني الدالة 24 - ( ومحور السينات والمستقيمان 1 - 122 , 3 - 2 


الحل : حيث لا تجزأ الفترة فتنعتمد على الفترة المعطاة | 3 , 1] 
[6©]1,3 0 -غع ج 0 ح دير 


26 


2000 1 27 
8-0 د د ب 
3 83 3 


7 رم ةم - 
- |] دعه د ا 4 
مثال : جد المساحة المحددة 217 + 322 - ثمر ح (8«)/ر ومحور السينات . 
الجل : 
0 ع2 2ر3 تر 
0 - (1 -2()2 -غ©)ع ج 0 ح (2 +دع3 - 2ع )نر 
0 ددح 61111 
0 - (1 -2()2 -2) 01 
ْ ' 


1 1 1 مر 1 

2 3 2 3 
2 - (0) -[2-1+1) ديم ب تمد 2-8 ح عدك (ندة + عد - :1 ) / كيم 
4 4 0 4 0 


2 4 2 
1 1 2 3 4 2 3 
ل - [2-1+1) - 4 +8 -4) - يم ب 2 + * ]| ح 02 (22 + ديرق - ”5ير) | - يه 
4 4 1 4 1 
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توزيويية 21-4 +41 - امها+ ايه - 
7 0" 2-74 1 - 


مثال : جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة 1 - 24 - (72) 6 ومحور السينات وعلى الفترة [3 , 2-] 


الجل : 
[3 2-]ع 1+ جح يي جح 1 دح ير بح 0 - 1 غير 


]-2,-1[ ,]-1,1[1.11.3[ 


3 - د + - د بق و 4 0 >] ده 1 ه ١‏ 4 
و22 جود عي - لمي ه إع دج دعه 0 - م زاح 
4 22د 1- 0 ج] دعه (ه- عن ”| - يم 
ود صج دع د زجني - للدي د إه دج دع - ©) | ده 
ا 4 0 5-0-7 ا 0 
عد - دي -(3- ف د إه دج دع 1 ) | ده 
ووو و 2 + - + - إية| + اي4| + |,4| - 
مثال : جد المساحة المحددة بمنحني الدالة 4 + 325 ع 7[ ومحور السينات وعلى الفترة [1 , 1-] 
الحل : نجعل 0 -ح 7[ 


4 | 
لا يمكن سدح يرج 4- - 32 ج 0 - 4 + :317 


عه( + عرق ]| - عد (20) رز ا 
1- 1- 
1:12 10 ع |10| - (5 + 5) ع (4 -1-) -(4 + 1) - ,41 + تم[ - 4م 
+ أجدالمساحة المحددة بالمنحني +7 5812 - 7[ ومحور السينات وعلى الفترة [75, 0-6 
الحل : نجعل 0 - [ 
2--,1-,0,1,2 -11 7 + 0 دعر جح 0 - 5111232 


نأخن قيم موجبة وسالبة لأن الفترة المعطاة موجبة وسالبة . 


1 

يجزئ التعامل 2 |*, 5-]ء 0 - *#, 0 - 2ج 
1 

لا يجزَئ التكامل |[*, 5-]ع م - *, 1 - م 
1 

لا يجزَئْ التكامل ,5 -] »© 2# - »#, 2 - مر 

1 
لا يجزَئ التكامل |, 5 -] © جر - 2 , 1- -ح 1 


- 
|| 


لا يجزئ التكامل , | © ج27 ديج 207 
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م ١‏ 2 متجحكد 


05 1 00 مي 4 


-- 0 


1 0 
عل تسعملى | ننه تند | -4 
0 ف 
2 


0 1 0 
(0 205 + 7 05-) + حت 5 + 0 وم»-) - 0[ 05©-] + ع [< 05-] - 41م 
2 


“11س 3 - |3| - |2 + |1 -]|- (1 +1) +(0 +1-) - 4 


21 


83 | دم 


سلا |رسم منحني ال 5478 فعلى اساسه نجد القيمة المنتمية الى الفترة المعطاة [72, 7 ' 
مثال : جد مساحة المنطقة المحددة بمنحني الدالة 1 605 - 7[ وعلى الفترة []1 , 35-] . 





ملاحظة : رسم منحني ال 005 فعلى اساسه نجد القيمة المنتمية الى الفغترة المعطاة [1 , 72-] 


11 
7 © 11 د 0) - ع2 05© 
1 
يجزئ التكامل [, -] ع 2-2 , 0 - 11 
31 
لا يجزَئٌ التكامل -] © كد ح «د, 1 ح 1 
7- 
يجزئ التكامل [ع7 , ع-] 8د , 1- -ح :1 
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لا يجزئ التكامل ‏ [12,72-] د _ 2 2- 


5 
لا يجزئٌ التكامل 7 -] # ك2 ح ,2 


38 


1 


.يا | [-.س] د سرما 


1 9 2- 
1- --1+0- - -) سند - (2-) ساد - - [:« هاى] - يدل د ومء | ديه 

- 

1 

1 / 0027 5 2 
2 1 +1 - (2-) «اى - ([2) 12د حي [ 51113 - 0132 < 065© | -ية 

2 - 2 2 

1 

- 17 -. - 1 

1- -0-1 - (ج) لد - 00 سل - يج[ اى - يول :د ومء / - و4 

2 0 
“)اسه 4 - 1 + 2 + 1 ع |1-| + |2| + |1-]| ع |و4| + |42 | + |10 4 | - 4 

ملا حظات : 

بع.. 1١‏ 3لا 1 ااا 

١‏ - اذا كانت |ح, ك, 2 5 - 17) 05) , 13) 5171 فإننا نستخرج زاويه الاسناد ثم نستخرج فيمة 3 حسب 


موقع الزاوية لي الارباع . 


1 
؟- اذا كانت 73,1 ا - 03 604 , 01 2011 فإننا نستخرج زاوية الاسناد ثم نستخرج قيمة 2 


0 3/ 
حسب موقع الزاوية يك الارباع . 
“- اذا كانت [1- , 11 + - 03 605 , :03 5412 نستخرج قيمة 2 من خلال دائرة الوحدة . 


حسب الحاجة 2-,1-,0,1,2 - 11 7 + 0 عدار جح 0 
حسي الفاجة” ‏ 2حدي 1ح 0,12 2ت نر 2 +2 ح يراج 0 - 
واجبات 


1 


س1 / جد المساحة المحددة بالمنحني :41 5811 - 7[ ومحور السينات على الفترة [2, 0] 
1 
س2 / جد المساحة المحددة بالمنحني 27 0605 - 7[ ومحور السينات ضمن الفترة [2, 0] 


س3 / جد المساحة المحددة بمنحني الدالة ‏ 325-61 -7[ ومحور السينات . 


مساحة المنطفة المجددة يمتحنيين : 


5111 


005 


اذا علمت معادلتي منحني (72) 9 : (2) / المعرفتين على الفترة |7 , 0] وكان المطلوب ايجاد المساحة بينهما فنقوم 
بايجاد الدالة المولدة وهي (7) © - (3) / - (2) /١‏ مع مراعاة الاحتمالات الخمسة سابقة الذكر بالنسبة للدالة 


الموئدة (3) 2/ . 


01 ممم ] 4 


01 
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ملاحظة : اذا كانت الدالة المولدة لها أكثر من صورة واحدة فيمكن إجراء التكامل على اي صورة منها ما لم نضرب 
بعدد أو نقسم على عدد أو نرفع الطرفين الى قوة معينة كأن تكون تربيع أو جذر . 

مثال : جد المساحة المحددة بالمنحني «/1 - 7 والمستقيم 2 - [ وزاري 70١١‏ / دا 

الحل . *« -:/د ح- (2) 78 الدالة المولدة 


«2 - 1/*  عيبرتلاب‎ 


0 - (1 -2©2)ج جد ير - كير 


[|0,1] © ع« 1 -2 , 0 حبر 


2 8 - 4 
6 6 2 
مثال : جد مساحة المنطقة المحصورة بين المنحني 23 -ح 7 وا مستقيم 1 - 7[ 
الحل . # - 5 ح (22) 78 الدالة المولدة 
1+ -< ج 1 - *2ر 607 0 - ,ع ب«رمر ]زه 7 0 - (1 - 2ر)ج ج 0 دعر - ذير 


' ' ]-1,0[ , ]0,1[ 


م2 4 2 


4 1 0 
ال ححا + انثلي ححا - | عدص - تم | ا+اعهد- 6 || -4 


عية 6ن # ة 
2 [4| 4 2 4 2 4 0 
مثال : جد مساحة المنطقة المحددة بالمنحنيين 7 05© ع (32) )و 2 5111732 - (2) © وعلى الفترة 
1 
252 
الجل : 


11 
زاوية الاستاد ير ع مرا 1 - 1غ ج يرومع + [ع 0605© ح 2 :11و | 


دالة الظل موجبة 2 الربعين الأول والثالث 
1 11 1 
| ا جح ع7 جدعز :01 |5,2-إء 5 دع 
0 4 5 2 2 4 


11 


|5113 - 5 18 + ]5111 2+ ©05 2[ 
2 


)- 05) 3 فى ) - 5 05) + 2منى)| + 3 5 + 2 71 - )2 05) + كمنى)| - 4 


)-1+00|+ ))1+0(- 6 








- |2(03 5111 - عد 05©) | ال اسرسسه عدم 1-0 


8 إنى له إحب 


2 -1| + |1 +جا - | + 72 -+2) كد 
4 أعدادية تور لبي ل 00000 





#خنسه 21/2 ح |1 - 1/2 + 1 + 1/2| - |2/د -1 | + |1 + 17/2| - 4 
| أجد المساحة المحددة بمنحني الدالتين وعلى الفترة |2, -ا 1 05» - بز , 2 :1زئ- ح بو 
الح + .كادفة الاسناد > حيث دالة الظل تكون سالبة 4 الربعين الثاني والرابع 


1 -401:1- ج نر 0595© -7111:1؟ - 
ا 11 


7 1 لك ايل 0 
22 [2-2- 4 4 5005 


1 


1 
ّ © 27-2 ح نر 01 


8 ادم 


2 
م[ 2 205© - 32 5111| - نجه( تلع + عد كمع | - 4 


2 ع 


2 5 - 2 7 - 5 2-5 ) - 4 
2غ ]رديه 2 - |2] - |1 + 1| ع |(0 -1-)-(0 -1))] - 4 


مثال : جد المساحة المحددة بمنحني الدالتين 21 5111 - (2) #, 3 51131 ع (23) © وعلى الفترة 0,2 
الجل : 


1 5111 -223 5212 ح (22) / 
(1 -05«2»© 2) 51111 - 2 5111 - 2 05 2 5111 2 
0 ع- (1 -60521 2) 51113 


|0.5] © »م د ع لا يجزَئٌ 0,5]ء 0 - ورج 0 - ديزو 611111 
1 ةن" 1 1 1 
|02 د ا حل دن |02 مح كير كح 5 16ووم 01 


1 1 

3 7 

حل (1 عد دمع 2) :1ك | + ع0 (1 -2 0605© 2) 3 5111 2 04 
0 


3 
1 


1 
2 1 13 
121 2-)(1 -2 205 2) 2 ) +0 (< 5 2-)(1 -2 205 2) ا ح #4 
الكت 0 
3 


1021 - ع 0605© 2)] 3 : د [1(5 -2 وم 2 - 4 
1 0 م 1 )1 2 دم ]3 - ]102 - 0 2605)- )1 - 7 - 4م 


-1 1 1 1 
+ |] 100 - 102-- )1- 2(2[ 07 400 2 





1 
4 - | ]4-22- )2-22[ 
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المسافك 


المسافة : ويرمز لها بالرمز (0)1) وهي كمية غير متجهة , أما الازاحة فهي (8) 5 والسرعة (8) / والتعجيل (8) 0 
وهي كميات متجهة لذلك فإن : 


0600 0 / 5 





4 


| - 0)؟ | | 1 


1 1 
ملاحظات : 1) اقصى مسافة يصل اليها الجسم عندما تكون السرعة - 0 
2) بعد الجسم بعد مرور ©5©6 3 من البدء بالحركة [3 , 0] 
3) أقصى سرعة يصل اليها الجسم عندما يكون التعجيل - 0) 
ملاحظات : اذا كانت (4) '/[ تمثل سرعة جسم يتحرك على خط مستقيم فإن : 
1. المسافة المقطوعة 2 أو خلال الثانية + هي |+6©(0) ”1 ,_؟ل | - © فمثلاً اذا طلب 4 السؤال جد المسافة خلال 
الثانية الثامنة يعني حساب وذ 
2. بعد الجسم بعد مرور غ ثانية من بدء الحركة فان بعد الجسم هو +4 (6) ”1 10 - 5 
3. الازاحة التي يقطعها الجسم بالغترة [8, 0] هي 01 ©) 117 5 وي هذه الحالة لا يجب مساواة السرعة 
بالصفر لاستخراج فيم ] اي ان الازاحة هي تكامل السرعة مباشرة على الفترة المعطاة . 
4. المسافة التي يقطعها الجسم بعد مرور 4 ثانية من بدء الحركة هي 44 |(6) '1| 0[ - 4 اي تكون بالفترة 
[6, ©] ويجب علينا مساواة دالة السرعة بالصفر لاستخراج قيم 4 ومن ثم المقارنة بالفترة لنقرر التجزئة من 
عدمها. 
ملاحظة ؛ اذا كانت (14) 0 تمثل تعجيل جسم يتحرك على خط مستقيم بسرعة (1) 7[ فإننا (نكامل بالتكامل غير 
المحدد) © + (2) 17 - 2©(04) © ل 
مثال : جسم يتحرك على خط مستقيم بسرعة 12/5 4 -28 - (8) /[آ فجد : 
أ) المسافة المقطوعة 2 الفترة [3 , 1] 
[1,3] »ع 2 -غ+ ج 0 -4 -غع2 > 0( - (غ) 17 
3 2 
|43 دقع ]| + ركّعه - ]| - |غ02 (4 -ع2) | +46 -ع2) 1 - 04 
2 1 
2 - 1 +1 ع |(8 -4) -(12 -9)) + |(4 -1)-(8 - 4)] - 1 
ب) الازاحة المقطوعة بالفترة [3 , 1] 
3 
-3+3- -4- خ -[12 - وز - مه - مز دعو -ئ2) | 6 5 
1 
ج) المسافة المقطوعة 2 الثانية الخامسة 


5 5 
5 - |[16 - 16] - [20 - 25]] ع |5 غ4 - :]|| - |غ4(0 -ع2) 1 ح | غ0 ©2) 17 |]- 0 
4 4 
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د) بعده بعد مضي 4 ثواني من بدء الحركة 
4 
0 - [0]-[16 -16] - غ4 - 2غ] - 40 -ع2) - 5 
0 


مثال : جسم يتحرك على خط مستقيم بتعجيل قدره (1702/57 18) فاذا كانت سرعته قد أصبحت (5/ 172 82) 
بعد مرور 4 ثواني من بدء الحركة . 
جد ٠:‏ 1)المسافة خلال الثانية الثالثة 2) بعده عن نقطة بدء الحركة بعد مرور 3 ثواني 


3) السرعة بعد مرور 10 ثواني 


الجل : 
+18 - 46 18 | _ 2 4 هاه | - (م) 17 1 
4 - غة عندما 2 - (غ) 17 
82-72-60 دمح جداح ب(4) 18 - 82 
0+ 18 - (غ) 17 
3 
3 10 + 2غ9] - 10(04 +غ 18) ١‏ - 0 
2 
7 55 - 56 - 111 -ح [20 + 36] - [30 + 81] - 1 
3 
1117 ح [0] - [30 + 81] ح 3[غ10 + 2غ9] - غ10(0 + غ18) / - 5 (2 
0 
5 190 - 10 + (18)10 ع (1)10 ج 10 + غ184 - (غ)17 (3 
حل تمارين (4 - 4) 
1) جد المساحة المحددة بالمنحني 2# 24 - 7[ ومحور السينات والمستقيمين 1 -ح #رء 1- -ح تر 


الحل : نجعل 0) - 77 لايجاد نقاط التقاطع 
60 -(1-ة2)جرجه 0ددع كع 


[1,11-]ع 1 حير [1,1-]ع 0 ع ير 


4 - 3 





ك2 1 / 








/ 6 





: - لم 





1 0 
0 - أكعم) / 70 - كع) / 
0 1- 
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10 3 كا 15 ا 


2 جد المساحة المحددة للدالة 4 - 34 - 24 - (32) كر وعلى الفترة [3 , 2-] ومحور السينات . 
الحل : نجعل 0 - (1) 2 لإيجاد نقناط التقاطع 


0 (2+1ع22-4()2) ج 0 -4 -2ع31 ع 
[23-]ع 2+ -ح يج ج 0 - 4 - غير عرمع[]زهع 


تيمك 71 ع كيو 0:7 12ل فير 01 


[23-]ع 2- -2 :م [2,3-]ع 2 ح ير 





- 0 22001 








3 
عم / | . 





2 
2 - 4ر3 - كر ,21 
5 














6 64-160 32- 0002 ىه ء 1 
اد اتيك د زوم وح حك | - | و-ه- )| دي ةمه - تر - تم ج] - رم 
١ 1‏ 
تمر - 2 - |40 - 2ر3 ثير 2 22 
2 
٠ 06‏ 15 - 211 0 0 - - |12 00 2 7 
5 | ايه 00 
8 6-]| (06- 
1111 - ]م 2 |42 | + |41 | 


3 جد المساحة المحددة بالدالة 24 - ير - (1) ثر ومحور السينات 
الجل : 
0 -(2-1ج2ج) 2ج ج 0 عد دشر دعر 


0 دعر جح 0 ح ير عروراغؤزه 
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1+ دج جح 0 - 1 2ن 01 
1 0 
مدل (2مر - كذير) / + |اع( 2,2‏ كر) / - 4 
0 | 
5 1 ليك م 1ك 0 723 م 
2 - 2 + شك - كا كا - 
“27 15 15 ' 15 |15 |15 
5 11 
4) جد المساحة المحددة بالمنحني 33 58212 - 77[ ومحور السينات وعلى الفترة [2, 0] 
الحل : الفترة موجبة فقط فلا نعوض بالقيم السالبة حيث 0,1,2 - 1 
77 + 0 - 32 0 - 312 5111 
لا يجزئ .]ع 0 ح عر 0 - :11 
ب 2 
5 4 0 0-0 1 -11 
5 - 0 "قلت 2 
وَئْ أحى, سد ح تن - 118 
يجرى 2 2 
1 1 
2 3 
حل :33 1ك | + 0111 511131 / حت 4 
أطت 0 
1 1 
1 عدم - عدم 0 
1 3 0[ 3 0 














(د سم ((اقتمح), |( قمعم _ (قسمع)| _ 


3 3 3 3 


31 
(10 05-) أقدد وم»-) ((0) ومع-) 72ومع-) م 
ا 0 عد 17 عححخج 7 








لد لجا» .لقتسا ني ]| » 
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5 5 2 ده 1 
5 جد المساحة المحددة بالمئحتي 1 -605“”2 2 - 377 ومحور السينات وعلى الفترة - 0 
الحل : نجعل 0 - (:3)/ لإيجاد نقاط التقاطع 


0.1 -1 +2 - 21 حج 0 - 22 و0م جح 0 - 1 ,ج 2052© 2 
1 1 1 
يجزى 0,2] ع 2 دوج ج - 22 ج 0 <-م, 


1 31 31 
لا يجزئ 5 »© 5د وج كد - 2 ج 1 - مر 


ف 
2 





























5111 51111 4 
| + | | ح- أعدلن +22 0605© | + عدن 22 0605© / حت 4 
ف 2 0 2 0 0 
1 1 1 . 1 1 
(2) 2«ند (2) 2ك 5 (200هى (7) 51:2 0 
2 2 2 2 
0 . :و| + + |0 ”ا 4-2 
2 7 --خ51111 2 5111 2 51 2 
1 21د د يبنو + -|) 20+ جاه 4-1 
0 002072 2 20-2 2 200-72 


ملاحظة : اذا كانت صيغة الاسئلة كما يأتي : 
05» ح إركورزو عير 4ومم ع رز , 2ه :ناد جيرة ومن ح بز , 5:22 2 -1 ح () 
00522 - ع [2 و00 جع تورزو ع رز (, 260542 -1 ع بز , 1 -252:غ5 2 ح ر) 
1 
6) جد المساحة المحددة بالدالتين 2 ر حمق 2 1 --2/ةد -> 7[ وعلى الفترة |5 , 2] 
الحل : نجعل (9)3 - (3)/ لإيجاد نقاط التقاطع 


بتربيع الطرفين ‏ 1 1/7 - نر 


بالجدر 2 24 2 
0 -2- 72ح( - 2(2 - :«) جح 0 -4 + ر4 - ير ج 4 - ع4 - ذير جه 1 -ع - فير 


خرانحم ‏ حرا طلم 


لا نجزئٌ التكامل [2,5] © 2 - 1 
1 5 

4- | -2ى0‎ ١2 - 1( 
2 
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2 1 25 2 1 25 2 2 25 
داح يدا ك إراب جح :| اداح سبيت ]ات |1 ايح ه11 ابا 3 
ولحي حج] > |[و -1)- لع -)| - اداج -ن)-ل 


4 |) 2 
6-3 


2.. 7 حت سيكت 
41 ده ح- 7 


12 12 
7) جد المساحة المحددة بالدالتين ‏ 12 - ير -/نز , 4#يرح ل 


الحل : نجعل (9)3 - (3)/ لإيجاد نقاط التقاطع 
0 ع (3 + ثير) 4 - 22) ج 0 - 2-12ير - شير جح غير - 12 أير 


تهمل 3-/1+ دعر +601 20+ حعر *61[©1 


23 5 2 
اي 12 - 2 ]| - يه(2-12ر - فى / - 4 
3 5 03 


| (24 + كا )24 ع 
23" 5 


-ح 4ل 
83 5 
608 ال ا ل وم 44_16 _ 
4 15 إل 15 )| 15 - 0 


3 5 
8 جد المساحة المحددة بائدالتين 51111 ح (1) [ 1 605 2 5411 ع (2«) 9 حيث [21 , 0] © 2 
الحل : نجعل (9)3 - (3)/ لإيجاد نقاط التقاطع 


0 - (1 -<2 5م0») 51111 7ج 51112 - 2 205 5112 -ح (2) / 


|27 , 0] © ع2 ح ير [ع22 , 0] » ع ع عر 


[ع0,27] »© 0 دع« ج- 0 -ح 2 :]5 61111 


|27 , 0] © 27 ح ير |2 , 0] »© 0 - عاج 1 ح ع ومع ج 0 - 1 -2 0605© +01 


1 21 
41 - 1 ) 511: 2 05 2 - 5112 (02| + 1] ) 511: 22 05 2 - 5112 (03| 
0 1 


2 




















51111 5111 
| 60052127 0 || + |0517 + || 4 
(102) 51114 (210) 51112 (0) 51112 (10) 51114 
|0دمء 4 7 ْ 3 52م 3 لاخدا 4 50م 4 2 ْ 3 صم 4 2 ْ - 





2062 





21+21 -| - 1+1 + 1 -1-| - [(ة - 0) - (1 + م]| + إ[( + 0) - (1 - 0)]| - 4م 
1112 4 - 4ل 
9) جد المساحة المحددة بالدالتين 1 + 3 251112 ح (3) / »3 5111 - (3) 9 حيث ,م ع 1 
الحل : نجعل (9)3 - (7)/ لإيجاد نقط التقاطع 
31 1 : . 5 ' 
0 اك - 1 - -2مرة5 ججح 0 - 1 +2 5117 ج 0 ح- 2 5111 - 1 + 32 25111 
37 31 


ا 
| م[ + عد ومع-]]| ح :100 + ع :نك ) ]| - 41 
0 


31 31 53 31 
1 +7 1 - اد - |1 66 - 22 +م) - |(0 + 0) ومه-) - [ 2+2 ومع -)| -4 
2 2 2 2 
0) جد جد المساحة المحددة بالدالة 37 + 422 + 3مر ح 7و ومحور السينات 


الحل : نجعل 0) - 7 لايجاد نقط التقاطع 


0 - (3 دع4 + 2را)عج ج 0 - ع3 + 2ر4 + ثمر 


|0 حعاج 0 - (3 +112 + ممه 


0 4 
|3200 + 2ر4 + عر ) : + د30 + 2ر4 + ذعر ) ]| 4-2 
1- 3ب 

















الك سكا إضدة قدت 
2 3 2 3 
1- 
لفح ]| - © [كدمة- + ]| -2-2+2]| - 
52 13د 4 52 13د 4 
تسم 0 || م 
12 12 0 
ون 35-314 3205 ب ]| + |2 - 4 
12 12 12 12 12 


1) جسم يتحرك على خط مستقيم بسرعة 5/ 3(312 + +64 - 3845) ح (17)4 إحسب 


3) المسافة الملقطوعة 4 الفترة [4 , 2] 0) الإزاحة 4 الفترة [5 , 0] وزاري 7٠١١١6‏ / دا 
الجل : 


3 + | 3-0 +غ2-6غ3 
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[2,4] © 1 -غ جه 0 - 1 -غ ج 0 - 15 -غ) ج 0 - (1 -غ)(1 -غ) ج 0 - 1 +2 -2ع 


|3611 د32 3ع ]| > | 301 + غ6 - 342) | - 01 (2 
260 - |2 - 28| - |(6 + 12 - 8) - (12 + 48 - 64)| - 


7 65 -ح (0) - (15 + 75 - 125) - |3618 + 362 - 3 ]| - |غ3(0 +66 - 342) )| - 5ى (ط 


2) جسم يتحرك على خط مستقيم بتعجيل قدره 54/ 112 (12 + 44) وكانت سرعته بعد مرور (4) ثواني 
تساوي 772/5 90 إحسب : وزاري 7١١9‏ / دا /احيائي 
3) السرعة عندما 2 - 024 )المسافة خلال الفترة [2 ,  ]1‏ ©) الازاحة بعد 10 ثواني من بدء الحركة 
الحل : 
ع +12 + 212 -12(04 +غ4) | - 2014) 6 ) - )1 (2 
0 --ح ج 80 - 90 حدم جح ع + 48 + 32 - 90 دع + (4) 12 + (2)16 - 00 
5/ 42 -ح 10 + 24 + 8 - 10 + (2) 12 + (2)4 - (17)2 7 10 +12 + 2:2 ح (غ)17 


(10+مع2) - ز20 +24 + )| - [10 + م6 + كي | -10(44 +12 + 22) 7 - 4 (ط 








8 14+84 ر اور , 14 | اور 2 _ بو 16| و 
“7 000202038000003 013 5-5 ]20 


(0) -(600+100-+3522) | | ,غ10 +62 + 2 - 10(44 +126 + 22)"/) - و 0 





0 200 + 1800 + 2000 
ا 01000000000000 احا وي 


3) تتحرك نققطة من السكون وبعد 1 ثانية من بدء الحركة أصبحت سرعتها 645(171/5 - + 100) أوجد 
الزمن اللازم لعودة النقخطة الى موضعها الأول الذي بدأت منه » ثم إحسب التعجيل عندها . وزاري 5١١7/د؟‏ 
الحل : 

نكامل الطرفين 6+2 - غ 100 ح (غ),آآ 


6+ 288 - 5012 - ىك عل (642 - 6 100) || - و 
'' النقطة تتحرك من السكون 50د ح ه55 
0 -دع جع + (2)0 - (0) 50 - 0 
2 502 حو . 
عند عودة النقطة الى موضعها الأول يعني ان الازاحة (5) تساوي صغر لذا يكون : 
0 - 24 -2)50غ ج 0( - ع2 -5012 
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يهمل 0 دغ ج 0 ح 2غ «ج1[]ؤه 
الزمن اللازم لعودة النقطة الى موضعها الأول 566 25 2م جح 50 - +2 جح 0 - 2 - 50 :01 
التعجيل (+)1 - (0)64 


+ 12 - 100 ع ()0 
“1/5 200 - - 300 - 100 -ح (12)25 - 100 - (0)25 


الحجوم الدورانيهة 
-١‏ لحساب حجم الشكل المتولد من دوران المنطقة المحددة بين منحني الدالة (3)/ - 07 ال مستمرة من 27 - 0 


7 
الى 6 - 8 حول محور السينات نطبق العلاقة 77*02 ,[ 72 - 17 
؟"- لحساب حجم الشكل المتولد من دوران المنطقة المحددة بين منحني الدائة (07)/ - 2 المستمرة من - [ الى © - [ 
2 0 
حول محور الصادات نطبق العلاقة 01 24 ,| 76 -ح 17 
مثال : المنطقة المحددة بين المنحني 4 > 2 > 0, *#/1 - 7[ ومحور السينات دارت حول محور السينات جد 
حجمها . 
الجل : 
5 مكعبة 87 - 0 - :87 234 م ] ح موق :د “| <١‏ ح يوك 20(2/) *] +1 ح مرق تيو ”*] جر - 17 
وحدة مكعبة 876 - 0 - 87 -10[-71] ح :3 :د و[ 7 ح عدك “0/20 و[ 7 - نك “0 ر[ 1 - 
1 
مثال : المنطقة المحددة بين المنحني 4 > 7[ > 1 5-0 دارت حول محور الصادات جد حجهمها . 


الجل : 
وحدة مكعبة 2121112 - [1111 - 4 1:2]] +1 - 37[1 111] >7 - سات ح توك 7 - 0 1 - 17 


مثال : جد الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين منحني الدالة 1 + 2 - (8)/ وال مستقيم 
4 - 17 حول محور الصادات دورة كاملة . 


الحل : نجد التقاطع مع 37 بوضع 0 - 1 
[ 1,4] , 1 - عوج 1 +0 ح بر 


4 
ده | » -ن 
1 
1 -من ح تيرج 1ب ثير ح برو 


وحدة مكعبة 27 - |1 -2] - |4 - 5 » - وبر - جم - بيه (9-1) مم - ٠7‏ 
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مثال : اوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافىّ الذي معادلته 5( 2 - 72 ومحور 
الصادات ضمن الفترة 0) ع- قرش -< رو 


الجل : 


5 د بالارضطاء» 
437 ع “ير ججح :وم ح نر 


2 7 
01 م21 | > - برك تم | + - نا 
0 0 
128 2 0 2 
وحدة مكعبة لد - 4171 5 - 2 مره - وميه - برل ثرو > - 17 


مثال : اوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ الذي معادلته # 8 -ح “7 وا مستقيمين 
)0 - 2,2 - 1 حول المحور السيني . 
الحل : 

وحدة مكعبة +167 - [0 - 48]4 - [22] م4 - عدف :د8 ؟] +1 - يدك 2بز 1 « - 17 
مثال : اوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحددة بالمقطع المكافىّ الذي معادلته 74 2 - 7( وال مستقيمين 
5 0,32 - 2 حول ال محور السيني . 


الجل : 
دير 5 5 5 
]41 - مدل هه | 4 - جك 2(2بد 2) 1 - 2 قبل | - نا 
0 0 2 


وحدة مكعبة 250076 - [0 - 3125] 22 - [0(5) - 5(5)] 22 - [تير] 2 - 1 


مثال : اوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحددة بالمقطع المكافئن 22 4 - 7[ والمستقيمين 
0 - 37, 16 -> 7[ حول المحور الصادي . 
الجل : 


كعطار ح ذيي4 ح بز 


©" | حم 


2 2 
وحدة مكعبة 3277 - 0 لت كراكات - توك “1 + - برك د ”] م - 1 


1 
مثال : اوجد حجم المنطقة المحصورة بين منحني الدا لة - ع 7[ والمستقيمين 1 ح- 37,يل ع 37 ومحور الصادات 
دورة كاملة حول المجور الصادي . 


الجل : 


مح 
|| 
بر| يب 
1 
] 
عا 
مح 
د 
|| 


7 - 1 01 


مر ]ار 


- 1- 1 2 
| » - ولجاء - برهي ]ع - ٠‏ 


يل | دم 
ل 
ال 
| 
8 | دم 
م 
6 
أ 
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ههه ١‏ ماهد 


3 
مثال :اوجدا الناشىء من دوران المنطقة ١‏ 5 بين الصادات الدالة - ح 37 3 > 37 > 1 
و شيء من دور محور ومنحني 9 
دورة كاملة حول المجور الصادي . 


الجل : 


يا 


1 


1 2 1 _ 0 
د تر 7 وك 24 ,[ ع - 17 


ص97 - ]ع9 ع توق 32 16 - 7ه 


| 
ل | تن 


وحدة مكعبة 676 - |1 + 


حل تمارين (5 - 4) 
س1 : أوجد الحجم الدوراني المتولد من دوران المساحة المحددة بالقطع المكافئ 24 - 7[ وال مستقيمين 
2 - 1,1 ح- 1 حول ا محور السيني . 
الحل : 
وحدة مكعبة 2 2-1 7 -  ]27‏ - يدل “بد ] « - :دك 7 7 - 01 ]ع - 1 


س2 : أوجد الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين منحني الدالة 1 + 24 -ح 7[ وال مستقيم 4 - [ 
حول المحور الصادي . وزاري 7٠١١“‏ / دا 


الجل : 
1 ح عدج 0 - د 


1 -«1ح ير جح 1 د شير د رو.. 
2ه 4 5 
5« - جت] » - برك (1 - بن » - بره 2د | » - نا 
1 3 
وحدة مكعبة 42 - |3 4 > |(5-1)-8-4)] > - 


س3 : إحسب الحجم المتولد من دوران المساحة المحصورة بين المنحني 1 - #2 + 75 والمستقيم 0 - 7 حول 
المججور الصادي . 
البفل + 

و -1 ح برج 1 دعر + 2بو 


حدود التكامل 1+ - <,2و ججح 1 - 2بو ججح ( - نر 


1 1 0 
بول (كتر+ 2و2 - 1) | »د بره “(تبر- 1) | «دبره 2 | ع دنا 
1- 1- 3 


مدي - :| » - | - ةبه ) - 2ج - )| + - راب 2 رم - ,ا 
5 ]5 [/5 3 ج+1-2))| * د ذلك + و - نز مر 
16 30-20+6 


وحدة مكعبة ‏ 78- - 1 
15 15 


17 - 
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جم ١‏ 2 متجعحكد 


سبك : أحسب الحجم المتولد من دوران المساحة 





اللحصورة بين المنحني 25 - 
2 - 3 ,0 - 1 حول المحور السيني . وزاري ٠١١5‏ / د" 
الجل : 


2 508 5 
7 والمستفيمان 


وحدة مكعبة 417 - |60 1 - 55] , - عه مد م[ > ح يوه مر ] م - 1 


حل الاسئلة الوزارية حول التكامل 
س / جد ناتج كل مما يأتي : 

وزاري 1١995‏ / دا © + :80113 3 -ع2 205- ح يد( 2< أعع5 3 - 022نخد) / (1 
113 


7 + 1 1 3 
سكا - 02 2 ( + 1) / - 011 
0 





1 3 
ع و 5 


0 


2 - 4-2 - [20/1 ] - [20/4] - و[ 1/1 2] - 


3( / ©205 62 205 31 012 - 0 - 25111231( 053101 


- | 205 312 02- 2 [| 5111231: 605 311 


2 1 
دك (3) :31 205 :5111231 1 - :د (3) :31 2605 | - 


20 1 31 20 .1 
ع +دعنر3 تررزع 2 م3 برزى 2 دع ب ختتة 2 باير3 ررزى 2 - 

9 3 3 3 
وزاري 1١995‏ / د؟ +1 517 + ]د ©©5) (30 5111 - ع3 ©56) |[ (4 


1 
21 205 - 1) | ج - 016 عنمو | - 03 (511122 - 6ه | - 


© + 236 5411 - +2 - :3 6072 ح ع + ( :23 171ى + 3 2 - 1 10111 


1 
وزاري ١991‏ / دا 0 15(2 - 22ن) ,د ر] - 03 5 - معدإ (5 


3 
2-2 - 8م 1 

- 0 2 خك. ] - مد ة(15 - 2ب‎ 3 ١ 
2 


17) ]| - [72(2) ]| - |1(2) | - |2(و4) :]| - |2102| - [64-15(2) 1 - 
3 3 3 3 3 3 


دور 





06 2 1 8 
بوكر 5 5 -255) . 5 > 14 


1 
220 205 - 1) 25 )00 / - د 2< “5111 212 0605© / )6 
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0 ( :41 +1) )2 2000 | 2.2 - مدل رةه 0 2 | -- 
6" 205 2 6" 2 205 2-2-2 2 05 2 27 205 25 





1 1 1 
حك (4) ده دمع | 7+ نجه | ]2 - دل (2)2 605 | 2 - 


10006 2-5 ييز 2 دع + (بد4 ييزى 2 + ع) و ون 4- 
4 ا 10 1 ود لف 7 ص 7 41 له 511١‏ ل 


وزاري 1١991‏ /د” د 00523 + 32 205 2 + 1) |[ - 2ه 32(4 5م» + 1) | (7 
: 1 
1 (61 521 + 1) | 2+ جه 32 دم | 2+عة | - 
م1 1 
دك (6) 6# فى | > +عمه | | 2+ ع :33 05 | 2+عة | - 
+ ع6 فملى كد +3 ميلع 2 + عد 2 - 6 + [ بده فاع + )2 +32 0اى 2 ير - 
© + :511162 22 ]517833 2 1د اج - 6 + | :63 اتأوج 27ج 5111311 2 +21 - 
وزاري 1١994‏ /د1ا (511222 +232 5111 و20 -2 2ومع) |[ - 2د 22(4 :11د ح يرومع) | (8 
1 | 1 
41 205 - 1) | ج + 03( 2 205 «لعة) . جوم | 2 -:22(0113 205 + 1) | ج - 
1 1 1 1 
:جه (4) عدة دده | 7 - عت | اج + حل د «ذى-) مدثومء | 4 + [6ت (2) :23 605 | ج +4 | - 


3 
+ (6يه 171ى - م + 222 ,. 4 + (2 «رزى 2 + مو) 2 - 
4 2 3 2 2 


0 ار ا 
ع 571142 سس دين سد ل 093512--- ل 212 971 ل دايج داح 
8 2 3 4 2 
.0 1 2 4 .1 
© + 436 5111 2 - 605736 ير +2 5111 2 21 - 
1 (ات 3 0 ل ع7 5 1 
سن اذا كام - يلور - ندال ما قيمة “/ © 06 ؟ وزاري 998١1/دا‏ 
الجل : 


ام ال إبام 1 أ “كج .همده مم 
9 ل ره د _- 00" بت ا كه 
4 4 4 2 4 4 22 4 2 

0 22-8 -كم ج ( ح و -1 + 212 - كو 

0 - (4 - 2م) ج 0 - (2 + 25) 40 - كم) 

2 - 0 ج 4 - كم :١رمر[ا]زه‏ 


تهمل ‏ 0 -2 24م 1م 


4 _اعدادية التورة للبنين ابابل( لل 6 077207105007 ___< 





س / اذا كان 12 - :3(4 + :2) ] وكان 3 - 28 + © ماقيمة ل © 0,5 ؟ وزاري ١99/8‏ /د؟ 
الجل : 


(1) ............ 28 -3 - 
م 
2 -ح [34 + 2م] - [م3 + 52] جد 12 - 325 + 2242| ج 12 - 3(0:2 + 212) / 
0 


2 -(2 -2(5-3)3 - 3) -3 2م 
0 12 -6+ 9-(4[2 +12 -9) -3 +2( 
0 12 -6+ 4782-9 -128 + 3-9 + 2م 
0 10 +2-75م جح 3 + [0 - 30 -215 + 382-] 
0 - (2 -ز()ر5 -ط) 
[11- - »| ج (2) 2 - 3 -ه ج |2 د ماج 0 - 2 -[ تمن [ؤزه 
[7- حد»م]| جه (5) 3-2 -م ج |5 د واج 5-0 دم بم 
س / جد المساحة المحددة بمنحني الدالة 511157 2 - 1 - (82) ثر ومحور السينات وعلى [<, 0] 5 
الحل : وزاري ٠٠٠١‏ /د" 


0 ع2 ومع جج 0 جح ير كنزو 2 -1 








4 0 مجه ح 232 
7 5 - 
الفترات ا َّ ً 0 5 0 © 35 ير هدك - م2 
لفكرات 2” 4|*]4:” 2 14 3 
1 1 
7 1 كد 1 2 مط 
25 ح- ]| + 51112216 ع - عد 0521© | + أعدك 0521© / - 4 
4 2 : 2 7 0 














51 - [51111 | + |[512110 ع ]50-7 | 


2 


7 1 د + د -  )1(|‏ - (2)0] + |20 - (4) جا 


س / جد ناتج ما يأتي : 


: : 
وزاري 7٠٠١١‏ / ذا 1ه دوم 0 ) َ ][ - دك 05:[5»© عحنتذةى| | - حل دأومء د ناذه ل 
1 (.2054 - 11 -012 5122 ] - 01 2212 211 


+ية سامح دع دع + (مة سدع -بد)ج - ننه (4) عقومه | 7 - ننه | ]2 - 
. 27 و © + 43 تبر -21 4# 2-0 و 


س / جد ناتج ما يأتي : 


> 


وزاري 7٠١١‏ / دا 2 20-5 - 3) - 





0 -1)3-ك 90-1227412 1- 
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2 
- - )3 - 22(-5 .)-2 








ليي] - , 1- (ير2 -3) 1 -] - 
اجتكتدمر | 


- 2 دي - - [وج] - [ود] - | 

23-2[_, 1201 12067 2 10 10 5 

س / جد المساحة المحددة بمنحني الدالة 912 3 -ح 7[ ومحور السينات والفترة [3 , 3-] ؟ وزاري 7٠١١‏ / دا 
الحل : 

0 -(22-9)عج ج 0 ح ع9 تعر 

611123١ دح‎ 0 


[3,3-]ع 3+ عدج ج و د شع جح 0 - 9 2ر :زم 





ل | + | أت شا 











| *<ك (97 - 00 + إنن«دك (9 - د )ى | | - 4 


|01 رك رم | 1 : 0 - 


5 1 162 51 51 81-2 8+2 
2 - 40 - 2-2 د رلا ا + | لاعت كه لل كا 1 لد ]| - 
2 4 4 4 4 
هو ع 4 
س / جد قيمة ما يأتي ٠‏ 5(07 + :22) عد5 + 1/22 ول وزاري 7٠٠١١‏ / دا 


الجل : 


3 
2 


1 52 “00 ٌّ 26د لحت م - عد5(01 +ع21) 5 + 2ر) 0 


2 


432 


_ _ 2 :ويم 2] . الحيمة2 د 12 _ 
4 - عبد - (210) 2 - |62(2) | - |2)0(2| - |2002 + 2516| - 
س / جد المساحة المحددة بمنحني الدالتين 4 -24 ح بز 2 32 ح- 7ل وزاري 7٠٠١7‏ /دا 


الجل : 


0 -4-ث2ع3 كعم ج 4 - 4ر3 - ثم - )م جح مع 3 - 4 -كعر 
0 - (1 +422 مع) 
2 عع جد 4 ح شع جح 0 -ح (4 - كرر) «رمر[ا]زه 


تهمل 0 - (1- 22) 01 


د 








- حك (4 - تيوق - نير ]| - 4 


سد - |32 -44| - |أو+ عه ]| - |هو-2-8]]| - 
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س / جد المساحة المحددة بمنحني الدالتين 24 - 217 2 - 7[ وعلى الفترة [3, 1]1 وزاري 7٠١7‏ / دا 
الجل : 
0 -(2 -ع)ع جح 0 - ع2 - 2ج ج ع2 - شير ح (نن)/ 
[1,3] © 0 -ح بج «رعع[غزه 


[1]1,3ع2 - ج 0 - 2 7ع 01 
قلقم كم + قم - ج]| - انمه 2 - غم 2[ | + امه 20 - 2م ] | - 4 


اله ع -[و -وز] + |له -ةع] - |4 0 














نس 2 -5 د بد - || + اع - امتتك] + | -5] - |4 + ةٌ-| + |1 +ذ-4 -5] - 
س / اذا كان 2 - 4 حب ,][ جد قيمة 1/ وزاري 7٠٠١4‏ / دا 
الجل : 
2 - دل 92 + 6 1 ج 2 - ع0 كام 
2 2 1- 
2 - وو بصم د د وأقبفع ب 2 - بدك 9(2 + 2يت) 2 ل 
2 
2 - 9 + 2ل - 1/25 جج 2 - [9 + 1/2 - |9 + 1/16 
بالتربيع ‏ 7 10/724793 ج 2 - 5 - و + 2ل 
بالجدر 
0 دم ج ( -ح ثم جح و ح و د ثم 
0 2001 20 
س / جد قيمة ل وزاري 3٠٠١5‏ / دا 
الجل : 
1 - 5) 1- 2 1- : 
و1 لتك لقام 1 - بورد 4) -زرد - ي) |[ دعه-مهة-6 | 
1- 2 ول 2 ,5 
7 للخت در 83 _ 1 _ 1-1-1 ع لتلتت نر 
|6 0 الا 2 2 00 ا جيج] - يي - 
200 
س / جد قيمة وري يي أ وزاري ٠٠١5‏ / د" 
الجل : 
1 (4 -32) 1 12 : 
2-40 ل د مون زه 2-(ه - يرق) 1 - موك 4-4 -:32) / ح- 
قا الاب ونيد 4 4ب 0 
600202030202066 - | 7 0 2ج - 11 الاك 
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س / اذا كان 5 - 013 )1 3 - 012 (0)]/ ”] وكانت [8, ©] ع © : جد قيمة :01 ل 
الحل : وزاري ٠٠١08‏ / دا 


3 + عد مر | - 5 ج يدل هر ] + عد هر - :د01 مر ] 


2- د (0)/ :] ج 3 - 5 - دك (30) ل . 
س | جد 013 51113 22 0524© ل وزاري 7٠١08‏ / دا 
الجل : 


01 511132 (1 + وتوم 4 بر كوو 4) | - نج عد فى 1(2 - بد #ومع 2) | - 


511111 | + :03( 22 :11ؤد-) . عد 54وم» | 4 + :2003 :11و -) عركأومحن | 4- 


4 4- 3 5 
© + عد 05© - 60536 ر دعر5ومع ددعم + ووم - 222 4 ا 1 4 - 
س / جسم يتحرك بسرعة 9 + 128 -342 ّ- (*) 17 4 اي زمن 4 احسب : وزاري ٠٠١9‏ / دا 
1) المسافة المقطوعة خلال الفترة [2 , 0] 
الجل : 


2) الزمن الذي يصبح فيه التعجيل “1121112111 18 


0 -3 +دع 4‏ تع ج 3 بج [0 - و9 + +12 -3:2] (1 
0 - (1 -غ)(3 -غ) 
[1]0,2© 3 دغ ج 0 -ح 3 -غ مرجع [ؤ]ؤه 


[0,2] © 1-غ جج 0 - ]1 ع 01 
| غ9(4 + غ12 - 362)]] | +اغ9(4 + غ12 -362) ,)| - 4 . 


|7[ع9 + 2 6- ]| +إْز[ع9 + 62- ثم]]| - 
|[9+ 6 -1] - [18 +24 - 8]]| + |[0] -[9 + 6- 1]| 


67 -2 + 4 ع |4 - 2]| + |4| - 


2 -66 - (غ) "7 ع (غ)0 (2 
7 5 دغ جح 30 - 61 


جح 12 +18 - 61 ج 12 -غ6 - 18 


س / جد قيمة 07 - 4 


قي 3 وزاري ٠٠١9‏ / د" 


5 -1 
/ )2 + 1( 2 01 
3 


ح :023 - 


8 5 8 
لكك 113 2 > )| كك 
2 + )1 / 3 (1 + )222 /ء | 


[203-1] - [28-31 ] - :[1 جو 2] - لله - 
2 -6-4-(2)2] -[(3) 2] - 
177711 د 








5 11 
س / جد المساحة المحددة بين المنحيين : 0523© ح رق :3 51114 - كي الفترة [7, 0] . وزاري 7٠09‏ / دك 
الجل : 


- )1 جح عر رزو سار ومح -ح (نن)1! 


ا 0ع 7 2ك شا 2 1 داع2 جت 0 - 0521© 
2 4 00 20-2 0 


1 0 ا 8 5 
[0,5] © سر جه لي - 2 


221 مدع 4 21 مدع تا 


4 








1 
بدك 2 05 عل 
4 





4 تدك 205 مل 





ء. 1 1 . 1 ء. 1 
2 ع - 0 3 |0 ع 3-3 ا نك ]| - 
2 2 2 2 2 2 
0 0 1 + 1 1 1 1 1 
وحدة مربعة 1 - 3 + 3 - |(2)1 - (2)0] + |(2)0 - (5)1| - 
س / جسم يتحرك على خط مستقيم بسرعة 7111/5 + غ+4 + 3442 ح (17)8 جد المسافة التي يقطعها الجسم بعد 
مضي (4) ثواني من بدء الحركة ثم جد التعجيل عندها . وزاري 7٠٠١‏ /د؟ 


الحل : المسافة المقطوعة بعد مرور 2 ثانية من بدء الحركة تكون الفترة [4 , 0] 
0 ع 7 دع4 + ع3 جح 7 دع4 + 32 ح رات 


4 - ], )3:2 + 46+ 704+ 


2ع 33 
0[1] -[7)4 + 2402 + 4(3)]| - |76 + مه + 8 ]| - و7 +ج + ]| - 4 


7 ح- |28 + 32 + 64| - 1 

- 4 + (6)4 ع (0)4 د 4 + غ6 - ن) ''7[ - © ) 0ه 

س / جد المساحة المحددة بال منحني 1(3 - *) - (2) / ومحور السينات 4 الفترة [3, 1-] . وزاري 70١1١7‏ / دا 
الجل : 

[1,3-] »ع 1 -2 + 1-0 - يج به 0- 1(3 -ع) 


2-4 6 3 1 
لتحت ]| + | طح ]| - مج134 - عم ] | + إمدكه 1(3 - مم رذ[ | - 4 


“111 8 ح |4| + | 4 - |0 ]| + 2 - 0]) 5-5 





س / جد الحجم الناتج من دوران المساحة المحصورة بين 1 +72 - 7 وا مستقيمين 2 - 237 1 - 7[ حول ال محور الصادي 
الحل : وزاري 70١١7‏ / دا 


1 -منح تيرج 1 + ثرر ح بو 


2و 2 7 
دحا م ديه (-ن | »د بره م | + - « 
1 2 1 0 
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جم ١‏ 2 متجعحكد 
يسدحيةه عبة 5 - (2-) -(2 - © -[1 -2 -[2 -2] » - 


حل التمارين العامة الخاصة بالفصل الرابع 
س12/ جد تكاملات كلا مما يأتي : 
نحلل فرق بين مربعين ‏ 07 (1 55 عر 4ومع) | (0 


51112 ل عد ةومع) ( 51112 - 2 4ومع) | - 


1 - بعر نونو دعر ومع 21 205 ح بر كورزو سير ذومع 


5111 1 
6 2 - :جه (2). :22 605 | 2 - 





عدل (2 +05222» ) (1 -:22 :)| (ط 


(2 -222 0552© - 212 5111 2 ل :21 2057© :22 «ذى) | - 


0522-21 - 222 5111 2 - :21 5111 7صقدمع)] | 


سطس ناشت لوطسائميت 


1 1 
01 | 2 - (عد4 ومح + 1) 7 - (2) 22 12غزى + (23 :511و 2-) . 0522(5ح) ا | 














51111 1 1)23 
+2 -[ 00 ج27 205 س لاد سل 
4 2 3 2 
51111 1 53 0)21) 
+24 ل دج لس ع2 205 لسلل-ا--د ل اح 
2 6 
51111 5 3 0)21) 
دح - 2 08ج احتحتحتكتمنا ب 
8 2 6 
2 
ع + نلا داينى ‏ + البرصوم] ديق 9ل ن 
2 رك 2 
مشتقة ال 11] 
م بيهر )0 
2 1 . 
اعطاق سا 3 1 
1 3 231 زو ] 2 درل 2ب | 2 - 





23 


ع + هلا ومع 6 دعم + (د ومع ( 6 - :د41 (3- > ) تعد هذى [ (2) 3 - 
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جمة ١‏ 2 متجعكد 


دل دثعون 2 غ20 | © 


3 
7 افانستدتا - - 0002 06». د عو» -) “(«عنوح0) | - - 


2 5ر5 - 1/33 ]1 6 
د (522 - )3م / - 
2 (522 - 1/)3 2 - 


(102-) ع 3 8 - 01 5 _ | 





4 3 3 3) 1 
© + 522(3 - 3) د س1 
١ 3‏ 
تحلل المقام مريع كامل ‏ 47 ويب ير [ (8 
1 5 7-1 )0 2 1 
و ا م 0 (7-#)] - 01 ورج | 


1 (231ع356) . +3 | ح مرك رت عمو “تدان | - برل 7ةاتدأى , بر3 دأعجو | (طآ 


1 
وزاري 7١١9‏ /دا/احيائي (' ح ل *713تأي كك 


تذكير ببعض قوانين الدوال المثلثية 


مو كررزو -1 حير ومع مو ذومع -1 ح ير رزو 1 ح دمر ومع دير ث رزو 


دوزو - (مرمورزى - 1) ع 2 ومه | (د2وم» - 1) - ع ةومه - 22 5م» | برنروزو اير 2ووع ح عمن2 وم 
25 - 1) - 22 5وم» 1 - :د *ومء2 -:د 2 ومع 


0522 -1 ح عر 25111 0521© + 1 ح عر فو 206 201١‏ 2051© 2511112 -5111212 


1 1 1 
(2©2052 -1) 5 دعر :نزو |(052ح + 1) 2 ح عر “و20 |1 5111223 7 - :0513© 51111 


1 دع أ رروخ ح بر أععو 


1 دعر نون حبر ذعوعم 








الفصل الخامس 
المعادةدت التفاضلية 
اه عتناددة 








المعادلات التفاضلية الاعتيادية 


المعادلة التفاضلية الاعتيادية : هي المعادلة التي تحتوي على مشتقة واحدة اواكثر للدالة المجهولة 4# المعادلة (اي 
للمتغير التابع ة المعادلة) 

ملاحظة : ان المعادلة التفاضلية الاعتيادية هي علاقة بين متغير ين (المتغير الأول متغير مستقل وليكن (3) ودالة 
غير معرفة ولتكن مثلا (07) وبعض مشتقات الدالة (7[) بالنسبة للمتغير (1)) مثلا 


غ01 
31-4 - - 
5 4 01 


0 ح توخيو - ابومر5 ل “رو فير 
رو جدعر ل بو كير ل ابو 
0 ح 'ابويزو فير + توووم + أبر 


1 03 
ل 


ار 
4 لو 


5 - 112 2ير + “رو + 4(''رنم 
معادلات تفاضلية إعتيادية لأن المتغير (0) يعتمد فقط على المتغير (:2) 


درجة المعادئة التفاضلية : وهي اكبر قوة (أس) مرفوعة له اعلى مشتقة 2 المعادلة التفاضلية . 


رتبة المعادلة التنفاضلية : وهي رتبة أعلى مشتقة موجودة # المعادلة التفاضلية . 


0 

من الرتبة الاولى والدرجة الاولى 0 ح و7 يو 

02 

من الرتبة الثانية والدرجة الاولى 7+ 32607 - :ده ح 57 

من الرتبة الثالثة والدرجة الثالثة 0 ح مو “بو + ةورم 

من الرتبة الثانية والدرجة الأولى 0 - 5(بز) بو2 + “بر 

ن الرتبة الاولى والدرجة الرابعة 5- قي - 4م 

من الرت. ولى والدرجة الراد 0 

ن الرتبة الثالثة والدرجة الثانية م - 482 2 + 2ك + دوق غير 
١ 39‏ له 3 تيرل 7 011 

من الرتبة الرابعة والدرجة الاولى 0 ح 'بويو قير + بوومع + كابر 


ملاحظة : درجة المعادئلة التفاضلية التي تكون جبرية 4 مشتقاتها هي الدرجة الجبرية للمشتقة ذات اعلى مرتبة 
تظهر 2 ئة 2(' ) + 1 565 ن الرتبة الثانية أن شتقناة فيها '' ِ نغ ازائلة انه 
تظهر 2 المعاد 0 /ء - “(07) من الرتبة الثانية لأن اعلى مشتقة فيها "77 حيث يمكن ازالة اللاسس 


الكسرية والجذور ونحصل 07(5) + 1 - 7'“(5[) بذلك تكون درجة المعادلة الرابعاة . 





حل المعادلات التفاضلية الاعتيادية 


حل المعادئلة التفاضلية هو اية علافقة يبن متغيرات المعادلة التفاضلية بحيث ان هذه العلافك : 
أ( خالية من المشالفه4 . 
ب) معرفة على فترة معينة . 
ج) نحقق المعادلة التفاضلية . 
اي دالة مجهولة بدلالة متغير مستقل تحقق المعادلة التفاضلية . 
مثال : بين ان العلاقة 37 + 22 - نز حلاً للمعادلة 17 + 22 ح 'تزير 
الحل : 
(01.......... 3# + شع د بو 
)مس سي أ و2 كك رن 
نعوض (1) و(2) 4 الطرف الايمن والايسر للمعادلة التفاضلية : 


32 + 2:2 ع (3 + 2)22 ح 'رومر - 5 لآراآ 


3 +222 - ع3 ل شير ل ير ع بو + كر - 115] 
العلاقة 3 + 22 -ح 7[ هي حلا للمعادلة التفاضلية اعلاه 


الجل الخاص والعام للمعادلة التفاضلية الاعتياديةهة 
ان حل المعادئلة التفاضلية الاعتيادية هو علاقة بين 32 ,77 تحقق المعادلة غير ان الحل العام لأي معادئة تفاضلية هو 
الحل المشتمل على عدد من الثوابت الاختيارية مساو لرتبة المعادلة . فاذا كانت المعادلة من الرتبة الاولى وجب ان 
يكون حلها مشتملاً على ثابت اختياري واحد (هو ثابت التكامل) الذي يظهر عند اجراء خطوة التكامل الوحيدة لمعادلات 
الرتبة الاولى . امااذا كانت المعادلة من الرتبة الثانية وجب ان يكون حلها مشتملا على (ثابتي التكامل) نظرا لأجراء 
خطوتي تكامل عند حل معادلة الرتبة الثانية وهكذا بالنسبة للمعادلات التي لها رتبة أعلى . 
مثال : اثبت ان 3 -- 2131172 - 17 احد حلول المعادلئة 0 < 2 , ا 


011 
الجل : 


01 01 1 01 
ح- حاج 1 7 1 +17 - -_- جح 1 - (1) صم + (2)ير - 2 ب د - 22111382 ح رو 
01 01 2 01 


دسا -28 بر - 11.5.] 
011 
1.5 .م -ح 1[.5[آ..ا 21 ح 2ن جاعر 11] 2 + عر ع برو +ع - 11.1.5 


.الدالة المعحطاة هي احد الحلول الخاصة للمعادئة التفاضلية أعلاه 
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مثال : بين ان 1 © © , © + نر ح 112172 حلا للمعادلة 0 - /و - 237 
الجل : 
0 - بز- بز ج برح 'بز2 ج 1 - 2060 ج 4م + ب - بره 2 جب 0 + ع ح أبن 
0 + عر - 118175 هي حل للمعادلة التفاضلية أعلاه 
2 0 
مثان اهل 2 72 ل مر ح 7[ حلا للمعادلة التفاضلية 61 5 
الجل : 


0 0 
62 - 22 ج 1 +312 - 22 جب 2 حيو نل فيو كت رو 


:. 2 - ير + 3ر ح /ر هي حل للمعادلة التفاضلية أعلاه 
مثال : هلان 3م + 32:2 -ح 172 هو حلا للمعادلة 5 -ح 32 - 7(2) + “روز ؟ 
الجل : 
2 + 6 + 6 ح '7تو(2) 'نو+ ( "ب ز2] ج 2ر3 + ع6 ع ارورو2 جح تر + 3222 ح كرو 
5 + 3 - ع3 - 2(/) + ('روابر ج 81.5 .1 ع3 + 3 ع لاب + ورور 
ذم ل #ير3 ح 772 ئيست حل للمعادلة أعلاه 
مثال : برهن ان 23 254128 + 23 3605 ح 7[ هو حلا للمعادلة التفاضلية 0 ع ب4 + ''رز 
الجل : 
(1).... ... ... ... 25118226 + 3605232 -ح رو 
21 4 + 65111232- - (2) 205212 2 + (2) 3511121- ح “رو 
(2).... ... ... 8511123 -120522- ح ثرو 
بالتعويض عن (1) و(2) 2 الطرف الايسر للمعادلة التفاضلية ينتج : 
( 25111232 +1 :360521) 4 + ( 5111212 8 - 22 2065© 12 -) ح 5 .1]] .1 
١ 5‏ - 0 - 212 85111 -+ :0521© 12 + 85111232 -120523- - 
226 25111 + :2.3 3005 ح 7[ هي حل للمعادئة أعلاه 
مثال ؛: بين ان *3- هم ب 23 م حت 7ن هو حلا للمعادلة التفاضلية 0 - 67 - 'رر + ''رز 
الجل : 
م © 5 1 |0 ب “ارو جه 2-1 56 1 20 - 0 حج - 6 ل د - بو 


617 - 'رو + '"رز ح- 1.5[ ..آ 
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39م ل تذع)6 - (33-ه36 - 623 2) + (96-33 ل 623 4) - 
25 م 0 - 3*3-م 6م - 23م 6 -33-م 3 -223م 2 ل 33-جم و9 ب 22م 4 - 


. 32اهم ل *5 م ح 7و هي حل للمعادلة أعلاه 


مثال : هل ان المعادئة 36-27 - 7[ هي حلا للمعادلة التفاضلية 217 ح "رز ل ''رر ؟ 


الحل : 
7 ح رو 
نجد المشتقة الاولى - (2-)22 36 ح “نر 
نجد المشتقة الثانية 7 مح ل 
7 - (6623-) +6232 12 عابر + "رو - 1.5[ ..آ 
5 - 1115 *665- (2036-25*3 ح بو2 - 8.11.5 
22 


36 - 17 هي حل للمعادئة التفاضلية أعلاه 
مثال : هل العلاقة 51121 - :0052© ح 7[ هي حلا للمعادلة التفاضلية 0 ح 47 + ''رز ؟ 
الحل : لدينا 581043 -2 0545© - :0522© 
2- ح رز كت 20521 - رو 
4- -ح ((2) 2)0522<2- ح “رن 
0 - 0521© 4 + عر 052 4- ح رر4 + "رز ح .د . 1[ ..آ 


. 4 -2 2054© ح 7[ هي حل للمعادلة التفاضلية أعلاه 


س : واجب : هل ان المعادئة 0523© ح 217 هي حلا للمعادئة التفاضلية 42- ح 'بو2 + 'ارزير 
س . واجب رهلا ان أساتكية 2و ل تبر 45 - شر مع حلا للمعادثة التفاضلية 
1 +32 + 2ر6 - 4 (ارو) + “توبور 


حل تمارين (1 - 5) 
س1 : بين درجة ورتبة كل من المعادلات التفاضلية التالية : 


" 01 
درجة اولى رتبة أولى ‏ 0 -22 بوو3 + (2بر- تهج -1 


04 0 
درجة اولى رتبة ثانية اي ا 


درجة ثالثة رتبة ثالثة 205 + 5مر ح رو8 + 'بو2 - 3(''روم - 3 
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درجة ثانية رتبة ثانية ١‏ 0 -بز3 + 242(5) 2  )12(2-‏ 4 
س2 : برهن ان 51117 - 7[ هو حل للمعادلة 0 -ح 37 + "0 
الحل : 
- حت “رو جت 2 205 ح 'بر حت 51:2 - رو 


5. 8.8 ع 0 ع ع ]5 + 51112 - ح رو + "رو ح 1.5[ ..آ 


“. 5123116 ح- 7[ هي حل للمعادئة أعلاه 


5 : 0 
س3 : برهن أن العلاقة 65111314 + 34 205 8 ح 5 هي حل للمعادلة 0م -؟مو د55“ 


01 
الجل : 
(غ34) 5212 6 + (38) 2065© 8 -ح ك5 
5 05 
1 205 18 + 34 :245111- ع (20531()3) 6 + (511131()3-)8 00 
. 05 
14 54 -3 0605© 72- - (3) (5111:38 -) 18 + (3) (05)31 24- 0 


2 


05 
( 511134 6 + 34 205 8) 9 + 54511134 -36 05 72- - و9 م 5. ...]1 


5 . 8 . غ1 - 0 - 54511131 + 36 05» 72 + 31 205 54 - 31 5م20 72- ح- 5 .لآ ..ا 
'. العلاقة 34 654118 + 34 205 8 ح 5ك هي حلا للمعادئة أعلاه 
س4 . هل ان 2 + 2 - 7[ حلا للمعادلة :1 ح 7و + '7و3 + “رو ؟ 
الحل : 
0 - “تراج 1 ع “بو ج 2 +2 ح رو 
2 د 5 + - 2 +ع + 3 - 2 + ع + (3)1 + 0 ع بو + 'بو3 + "رو - 1.5آ .ا 


:. 2 + ح نز ليست حلاً للمعادلة أعلاه ‏ 1.1.5 7 1.11.5 


س5 : هل 20111 > 7[ حلا للمعادلة (172 + 23:)1 - "رز ؟ 


الحل : 
رثع مو ح 'رز جت 122 011 ح رو 
5 - 101112 . :2< 25624 - (101112 2 ©56) 25622 - “رو 
52 2101112 ح (1 “01خ + 1) 12نمع2 - رذبر + 1) :و2 ح 1.5 .]1 
. 20113 ح 07 هي حلا للمعادلة أعلاه 5 - 1.11.5 
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س 6 . هل 1 ح 72و + 22 2 حلا للمعادلة ‏ 2- - “بو3رر ؟ 
الجل : 


2 2 + 
حت - تراج ع22- - نوبز ج ع«4- - :2 ج 0 - “2:1 + 42 ج 1 - أبن + 22 2 


تمر 4+ 2و2 2ير4 1 
0 0 2 _ ار ورد 2-) -(2-)27 ى 
0# م 20 12 7 12 7 
2 الى 2 (2)1- (2جرز2 + 2# #ير4 و2 الى 
ارح لح الل ا م لل ا حا لل ل 1 - إل 
0 0 0 0 0 


- 3 و3 
كلام - 2- - [ج2) 7 - 37*37 ح 1.5آا.ا 


2 1 - 2و + 212 هي حلا للمعادلة أعلاه 
س7 : هل 5411517 - 71( حلاً للمعادئة 0 - 2571 + “217 ل ''روعر ؟ 
الجل : 
2 255111- ع “رو + "زور + راجت 2 5 205 5 ع ارو + بر جت 511152 - 1112 
0 ع عربنو25 + 7و2 + “روج ج 0 - 52 5111 25 + 'بو2 + ' "تور 
5 5418 - 173 هي حلا للمعادئة أعلاه 
س8 ؛ بين أن *- 06 - 7[ هو حلا للمعادلة 0 ح 7 + 7[ حيث 1 © 0 


الحل : (وزاري ٠١١17‏ دم -"١١50/دا)‏ 


+ همس- - (1- ).> 06 -ح 'برو ج > 6 - رر 
5 - 0 -ح 3 مم + * معح- ح نر + “بر - 11.5 ...1 

. 06-7 ح 7[ هي حلا للمعادلة أعلاه 

س9 . بين ان 8 ع © , عم + 2م ح |11|([7 هو حلا للمعادلة 237 + 42217 ع ''رر 


الحل : (وزاري 7١١١‏ /د؟) 


/ 


207 ح “'رو 2 - لك جد + تر ح |1|17] 
27 + ر 37 )+2 ع “رو 
5 - 27 + بو ثئر4 ع :و2 + (م2ة 222 ح :و2 + اروم 2 - "رز - 1.5[ ..آ 


:. © + 22 ح- 11017 هي حلا للمعادئة أعلاه 
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+ معد 


المعادلات التفاضلية الاعتيادية من المرتبة الأولى والدرجة الأولى 
أولا : المعادلات التي تنفصل متغيراتها 
هذا النوع من المعادلات نستطيع أن نعزل كل الحدود التي تحتوي على (:23) مع (:013) 2 طرف والحدود التي تحتوي 
على (7[) مع  )017(‏ الطرف الآخر فتحصل على  )7(012:|‏ - 9)17(01 | ثم تكامل الطرفين فتحصل على ؛ 
© + 0:04 1 - 00749 1] حيث يمل (6) نايت التكامل . 





مثال : حل المعادلة 5 + 6ر2 22 
الجل : 
01 
-+22) ع بول ج 5 +4ع2 << ل 
01 
جره + د - برج ببو(ة +22) | - بره | 
: 7 لد لكا فا 
مثال : حل المعاد لك 7 تت 
الجل : 
1 -12 01 
-2) - ل رو جب - 
(2») ميو ثرو 
2:12 لس كير د كبر كدح ب يوس د د جح 2ل(1 - 8) - برهن | 


(حيث 20 - ,ع) رع +22 - قو/ ل ح بر جه 26 +22 - تير/ل د بر 


مثال : حل المعادلة ‏ 01 217 605 2 5111 -ح 037 حيث (0 2 37 605) , 7 +2) عد 17 


الحل : نجعل ال معادلة 3:(0136) [ - 007(01 9 
0 (إتومعج) 
77ب 





111 - 6 “دل 2137 205 511132 ع تو 
5111301 -ح 7و0 بولح 56 
© + ع و0»© - - انها جح ده 2 اتاد | ح بول بز أععد ل 
مثال ؛ حل المعاوزة 22+7 م - 22 د :0ل لواامطك عد 
الحل : 
دل 23م ح بول 21م ج يرل تذي - لك مكنا يرو لاج “دكي - برل جه 2 ى 22 


02) 2 | - بره 1-) -6|- جح دل متم | - رده | 


1 بن 
وبالتعويض 0 - 7[ , 0 -2 ع + 22622 37 اه 
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تنأخن 12 للطرفين ل 2- --(3 -2*3م)لام جه 7 0 
-- ما برد إججو| «ا - نا 
85 : ا د ا ا ود يك 2ه 0127 
مثال : جد حلا للمعادلة التفاضلية [ 5111 ]2 5111 رن 
الجل : 
نأخذ التكامل للطرفين 01 :“اد ح نول برأعوىن جح درل 51 حب 
. 1 1 2 
(:2 6052 -1) 2 >2 51 1 (2 0605© - 1) د - 01 65 
5221 1 1- 5221 1 
اتلد م د برعم حدم ب ( *قاة - م < - 6061- 
(حيث »- - ع) ب + (عقتة - ير) 4- - برعم 
+0 أجد حلا للمعادئة +522 كد 
الجل : 
نأخن التكا فين مك *52 ح برل 5-7 ج يرل :52 - 2 جب زه 522 22 
خذ التكامل للطرفين لق ,. 0 
ال ح 013 (ق«ا-) 5 | كم جح 011 9 ح 013 -5] 
20115 015] 
: 22 - م 1 
بالضرب ب (1115) [© ل 5 5-7 5ع ] 
1- 
(حيث 25ا»- - يه ) نه + 1522 - 5-37 جه 5وران - 1522 - 5-7 ب ووراع + 1522 - 5-7 


]جد حلا للمعادلة التفاضلية 0 - 2,/37. - 7( عندما 2 - #*, 9 ح بو 


الجل : 
0 1 01 0 
بوه عد - 20 يل يون ةزو بو - برق جح #رويو - ل جب 0 - قروب - 21 ب 0 ح توارعة ارو 
ٍّ 01 01 
212 
1 
3 2 تر 1 1 
ا 7 8 1 عو | - 2013 | ح بيه د - برك 2-بر 
2 





نعكوض 2 ع 1 , 9 ح '( فينتج : 


2 
4 -ع جع +2 -6 جع + كا - 27/9 








2 ص 2 1 الك 017 اث 2 
)جح جحح لاح 33 “0 لا 
1+2 3 ,) 0-7 ار 
]آل جد الحل العام للمعادلة التفاضلية : بر - 125 + هم 
الجل : 
01 011 01 01 
2ت 0 277 10 22 1 
1 + > عو #1 2 ج عل بره - :10 + 2) ج بر (1 + 
5 01 011 
© + >(1 + )111 ح انزاها د ء + 11 + ناماه - انزاها ‏ وري ا 
اش سشست اناا 
م ا آثاظ _ ع بمتكختجبييورز - 1(5 1 - / 
6 00 ججيبيي 11612 جدعم (1 +2)«2ة - |10|17 


(حيث © - يء) ‏ -2+1(2)رء+ دير ج 12 + )نت - زب 


حل تمارين (2 - 5) 


س1 : حل المعادلات التفاضلية الاتية يبطريقة فصل المتغيرات : 


نأك ح برأومع “بر (ج) 
521211 ّ 0 
ل - بول حت 032+ «ذأى) - بول( 3ومع) جح ن راد ح يروم ., - 
1 511732 








0 ع3 ع5 60111 / ح توق / ج 12 عن ةع 56 10112 ع بول ج يول 


©05 3 ©) 


_ 60 9 


6د 
2 -37 , 1 ح بر 3 ح برع + 22 (م) 
ل اله 5 ات --5 5 
دك + - 25 جح ( 1 3 - اج ور 0 ل رو 
2 - 
00-52 آم ليد © + ح إبور- 113 - تج 1ل ل لد 


1 
2 


2 1 


(1-22) 2ق 3 ح 7و جح 2 


3 دح جدمن رد - 0 جم +3 - 11 جد + ح |2 - 112]3- 


- ح إل -3 م ج12 > ح |مو - 3 112- 
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+ مجععد 


(1(0-1+») -ل ن) 


م + عر + ع - |1 - زا ج 1032 +2 ل دنر 2 [ ج :4 (1 + ب ) - د 


و 56وج حرو بويت 11 روم 
3 +22 - 2#برح بو( 1 - بوك4 + #تو) (0) 
2 (3 + ع2 - 22) ل - 7و1(4 - بر4 + 2ن[ ج 3 + يرج - تير - 22 (1 - بر4 02 
3 3 
وارو ا حك رو 


3 -+ 1) .4 - بترتو (ه) 


3 
1 |4 سه ] درل 4 9 جح 2(2بر+ 1) +4 - در 
0112 01112 








جه 4 | - برك بر2 ترب | 2 مده | - (ره) ترج بر | 


1- 
1- 0 22 + 1) /1 
6 + :4 < دك دم + 4 - 2 + 1)- جح م دا عر4 - اللاتظتافك تتا اتظة_سش تا ١‏ | لكللد 
تر + 1 1_ 2 

2 


4 
9 + د تو اج ولت - 6202 | اج رول ةر دعل .2م جح 0 - رول ثبل يرل تع ) 


4 


(©4- ديم ) و د مهه4ل د بر دع4 - ثههو1/4 - بر د40 - ث4 - أرر دع ت الو ب 








در ب 0 يع تررم ح “نبو (ع) 
1 *26 | - 2] ج :ل 26 - لك حك بول قير 6 - بول جح 35و22 - 0 
1 (1-)» 21 ابت 1 0 1 3- 
ع2 - م د ]| 0ك © + 262 - د ج 1ل 26 ح بورق ة :ز ل 
4 حم جه عق دم 2 جه 0 - 4- - 4 ج 20 - 469 - يي 
2 
. بورج - 2ررج ع + 2م4- - 2 
4.638 لل 0-4248 4 37 


س2 : جد الحل العام للمعادلات التفاضلية الآتية : 


01 
1-2 - تبره برد (ه) 


6 ل 











دل (41-) 1 4127لا 1 41 _ _07 لا 
2 0 -1) 21:29 -1) 2 (2ر1-2) 


ع 0 اا 


سم ١‏ + معد 


1 
بأخذ © للطرفين ‏ |<©|:12 ع 4 (21:2 -112)1 ت ع |22 + عد | ع | 2بو2 - 11:1 _- 


1 
2د ره -1/أ ددن - يكو د ين - يبنل ج ين - 4 (2ز2 -1) 


)1- 2214 /1-2“ 


1 1 _ 1 1 20 1 203 
ا لل ح ررم ري 2 - رجد وريم -1 - تزه جدريم - 2107 -1 








0 - 2511137 205 + دروم 16 5212 (6) 





01 600517 01 7 0517© : 01 5 
ع ح رومخ جح تن لاح لح - > 5111 1 05 ) - جح -- 7( 05 ) 51117 
52111 511 51111 1 511117 01 
: 5 001 05) 
© + إعجهةد| 1 - ح |بتوونؤو| 17 جح عل -25- | - محت ]| 
5111 5 


| + -#20::ةى),»]| :71 - نندت ج ع 71 + ال 0 ح |7ز1ة؟ | 11١‏ 








ص 25 - 11151113 


0 - 00 7 -ل :0 بو كومع<2 0) 


بركوم 
1 < | - ح بر 00 ج :0 2- - و لالد جد حك يرل 517 0» ع - ح 011170037 
 )4 0172 - -_ + 6‏ سك لنت لتكت جح يول ع | - ح بول بوأععد .101:7 ل 


01 51111 517142 | -ح :1017 - بر مو جح يدل عد ةزو - بولج تمع (0) 
1 11د وك - 1) |[ - :و10 - بروذععو) ل 
1 [1 :51 0510(4»©) - 2ؤذأد | | - :10 - بر ععو) ل 
1 (:1أد-) 2(2ومع) | + دك جنناد |[ - توك | - توك (مرفعع5) ل 


ومح 


© + ع + عر وم0- - [[ - 6011 








01 01 
دل 22وم» ]| - للك ]| ج ريل ير2ومع - 0 جح روم رومع - 7 ع( 


2 
+ [2:ىة +ع )2 - + ج 52:(02وم» + 1) 2 ] - بول ووو ] 
4 6" 0 6" جد كين 6" 2005-1 2 ح 'ولا ل 


01 
ا 7 2 


دل «5وم» [ ع بول (7ه + 2:و3) [ 7ج 02 + 205 ح رول لام + 332 جب 3 2 م 


3 
© + ع وزو ح لام ل ذبو جاح ل نر نزو ح ام ل 3 


01 


2007 017 
مه عب ع ج 2 جحت 


01 


+6 - ج 0 - ب 27م رهم ج 0 - “ررب 0 (ع) 


عف كت [ - - بر (2-) 2ن [ 1- ج بول تن [ - - يك | 


02 


م + عع س اك يدع ل #ى حت 29م 2 
2627 
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حل المعادلات التفاضلية المتجانسة 


ثانيا : المعادلة التفاضلية المتجانسة 
هه همه 0ه امه مهم امه 7 ف 407 وه .3ن - 417 4١‏ 4 5200006 5 
هي المعادلة التي نستطيع كتابتها بالشكل (-)/ - - فمثلا المعادلة 2777 > ( 24-17) يمكن كتابتها بالصورة 


2 

2 تتا 01 هه هه به هه 4 
ين (بقسمة طرخ المعادلة على 7 32) 
2 


ملاحظة : لمعرفة المعادلة متجانسة نقوم بوضع 7 عن كل 77 2# المعادلة فاذا كانت الاسس متساوية فإن المعادلة متجانسة. 
مثال : بين اي المعادلات التالية متجانسة : 


3 3 01 
بقسمة البسط والمقام على 0 عد 23 د - ةن 








01 32 

كر قي 
0008 1 _ ده 5 23 _ ره 
المعادل4 متحانسه غ1 ا 2 ون 
1 )3 01( ا 01( 

2 


بقسمة البسط والمقام على 0 عد 22 0 - 2ر2 + #بو - 'بزتوع 2 (2) 


و 2 


2 2ج 2 


6 -22+2 -2 2 2 ج م - 





اكفادكة ماتساكسة 0 -2 ب 22-2 م 2 
9 : )2 0 ك2 يذ «#«ك /رير 


' 0 2 0 
غير متجانسة لأنه لا يمكن كتابتها بالشعل 2 (©)م -22 حب - يج (3) 


011 23 


طريقة حل المعادلة التفاضلية المتجانسة : اذا كانت المعادلة التفاضلية متجانسة فإننا نتبع ما يأتي : 


0 ' 
)١‏ نكتب المعادلة بالصورة [[2) م ح ن] ثم نعوض عن كل 3 ح- 127] أو [+« 17 - 37] حيث 17 دالة الى 2 . 
01 01 
؟) نشتق 2 37 ح- 37 بالنسبة الى 2 فنحصل على 22-1 + 27 إر] 


04 04 
*) نريط بين الخطوتين (1)و(2) فنحصل على 17 - (17)/ - ير 2 رتو),/ - دير دن 


02 01 #0 ود‎ ١ 
0 | بعد اتا ليب ا صصصد و‎ ( 








ا بن 01 م 0 017 
ه) ناخذ التكامل للطرفين لينتج -- 12-0 


5) نعوض بعد ذلك عن [به > 7] فنحصل على الحل العام بدلالة المتغيرين 7 , 7[ . 


ف تيرتةبر3 1 
مثال : حل المعادلهة التفاضليه 5-0 ا 


الجل : 
3172-2 017 


مها ده هو» 2 
بقسمة البسط وال مقام على 0 72 124 
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0 01 
نعوض المعادئة (3) 4# المعادئة (2) فينتج : )03 ش52 كردن د كدج يرن د رز 
 3172- 1 017 2 3172 - 1 - 272‏ 7ل 1  32-‏ 7ال 5 
ل# ا نبب ل لس أ جم اسمس لللمم جج ‏ لد 2ج نينب بح الساير 217 
22 0 9 212 ا 22 01 

 72- 1 5 2-1 0 01 2177 1‏ 7ل 
2 - - يجي ج حديو 

- 1 1772 2 5 22 ا 22 01 


إع| 2 + |1 - 2ط| ما ع إعد| هنا ج ميق حي [ - يدق + | 


(2-1ت7مم + ع دع ج |(1 - 2تر )ى | 1خ ح إعد| 11 








2 12 قير ل درو 11 00 
2 - 2و 7جخ 21م كج 00 2 ح نر جب 1- جاع+ - يع ج د دن 
1 
مثا المعادنة التفاضية *كلا ب (4 
ل : حل 3 0 ددبر ‏ 2ك 
الجل : 
+ 0 
يقسمة السط واللقام على 0 غ5 :د 0-6 
14 
21 42 
(1) ا 00-2 
بد 71 _ 07 
[وضعنا < - 7] )2( 0 
- 1-2 ان -- 2 1 اه 
نعوض المعادئثة ([3) 2# المعادلة (2) فينتج : )03 126 47 لس يو 2 ح رو ٠‏ 
(1 -177)77 - 1 +17 017 1 + 0017 7+1 01 1 
: 86 عه ل 1_2 2522 .__ د أ 07 اجن سم 2 ده 
1 -17 00 5 1 -177 0 1 -17 0 0 
1 + 72 - 217 017 به + 72 - 1 + ره _ 7ه 
1 -17 01 1 -177 01 
0 1 -177 / 1 1 0 1 -177 
337 للب | ح :4# - ] جح يول - ح ور 
1 + 217-72 1 1 1 + 217-72 
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هد ١‏ معد 











ادام ح 6 + |1 + 2 سكسك | ١‏ 1 د 
00 121 2 - 11217 1 2 10 0 
1- 
«ام - اأحججحجم 2 جح إعد ١|‏ ع | 12 + 2ت - 27]ع)| 11] 
+ 172 - 17 
ح ح 
ها- صتخم د |*ا0 زوين وز/ 
1) _ اك 0 
0 
2 ح 
و ا مونو2 + 2 ح كع جد بي ع تير د لل ح إير| 
00 و 04 
2-0-2-1 2-1 
مثال : حل المعادلة 37 + 2 - 7و(37 -326) 
الجل : 
2 2647 01 
(نقسم البسط والمقام على 0) +« و6 00 
+21 __نره 
30 عل 
1+7 _ بره 
)م01 ا 00 
تت دحت ا 
[وضعنا < - 7] )2( 92 شظ25 ل 
نعوض امعادلة (3) 2 المعادلة (2) فينتج + (3) 0 2 ير بن - ل اج دنه - يراج حار 
2 + 7و3 - 7 + 1 _ 41 +1 _ ماك هج +1 7زك 
ك-20 ع 7ع 6 -<ظ د ىر ل 17 
7 - 3 0 7 - 3 3 7 3 03 
7-12 _ 01 172-2+1 017 
3-7 0 3-7 0 
01 2 -(1 -72)]- 01 17-3 1 
اوتا قت و 0 عل | 2 ]| - -| 0 ]| ب ح- 1 - 
1 - ممم 0-10 6 0 0 1 
]| - ميج | + ا 
1 7ه 00-12 


01 01 
0 - 
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2 )7- 1( 1 





























عدم + + |1 -12- جح إنعر| 7 دح + ل بل |1 - 111177 
ادا سب + 1 - سلسة- جك إعدا تش م 1 | 
ع + - |1 - ]| م - اندز مه جح 2 د رو .. 
م 1 1 
1 
1 - 2 
© لل - |(2-1) |1 دحعثر - 2-1 7 + || 1] 
ع2 ح رو 2 لل 2 
1 
لهاك |11 
ع + لح نبو - [[|11 
و - رو 0 
مثال : حل المعادلة التفاضلية 0 -ح 2مر + 2رو - 22737 
الجل : 
+2 - كز ح “و2 
5 مه 0 ع 2 ثذبر _ بره 
(نقسم البسط وال مقام على 3( 2 2 2ك 
22-1 01 د 01 
010 ل 206 د 2 00 
17 _ 72-1 01 
[وضعنا - - 7] )2( عا 
ا 2 + ب - 2 ج ح وق 
٠ 3 95 52002‏ 9 2 5 32 2-1 _ طك 53 
نعوض المعادئة (3) 4 المعادئة (2) فينتج : )03 حت 2 + 17 
2021 011 2-1يو ب 017 72-1-2 0117 72-1 011 
خم ل دير جه --:2-عج هد لتلللد دابمجدير جح رعو د 
227 01 22 011 227 011 22 01 
1 01 212 01 212 
اعد| 7- ع إء)| 871 + |1 + اما د 2 | - - به حي | ل حول سيد 
2 1 +172 2 (1 + >7 
| 14-»6| 82 ع |(1 + *تماعمر| :1ق ججت إع )| 11 - ح إعر| 1ق + |1 + 1772| 11 
7ه (1 + تعمد ب جا 1-|(1+ *تص)ع| 1ط 
جلمد حدم جح - 21 ]| 1م - 11107 
(1 + 2مماععج 2 ح 0 ع 
1 1 1 1 
ار ا ب 0 و سك اي 
حت | اررددت” | رصي ا 
1 م2 22 
21 
جد عم 
عد 7 
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01 
مثال : جد الحد العام للمعادلة التفاضلية ‏ 2ن + 2ي - 232 2 2 




















دك 
الجل : 
8 0 2 #رر+ ةر _ بول 
(نقسم البسط والمقام على 0 ع7 22) ”0 
12 ع2 
5 2 11 _ 7ه 2 2م _ نه 
272 
1 “ته + 1 2 ترك 
[و 5 | 2 2 01 
5 017 1 0 
الس لت 4 7ه ح لكا ح- 7( . 
3 01 ل 
172-27+1 _ لك -_-_- 1+2 _ دك _ 1172 د ص4 “+1 _ 46 ل 
2 اط 2 0 ك2 2 8ك 2 0 9 
ح 558 ه]-ة ]| 27 2 4 - 7 017 
ا ح 7و -37 لد -5-ت--ت<5ك- يي ل اس 7 
7 , ( 1 72 - 7م 2 01 
000 2-2 1-(200-1 
(نضع 2 - ) © + إعداه) < كعد جم م إر|نع < سد 
*2- و 2 7 2 
ع + م1 دح حدم ح ادامر - يحو ج ع + إندا, 72-4 
.2 2 
21 ع- 
»تع حم نم نم حت ا د سفبفبفبب جح ث7 ب 
> + || 1] مح عامط 7 
حل تمارين (3 - 5) 
حل كلا من المعادلات التفاضلية الاتية : 
+ 2 ح “/ن10) 
ا ا دك اك 
[وضعنا < - 27] 8 0_0 
01 
1 .0 7م746 ح للا 
01 01 
٠‏ 017 01 
نعوض امعادئة ([2) 2# المعادلة (1) فينتج : )2( ا 01 7 كح بز دار 


0 011 


017 017 
3 دحاج يرل كه - بلع ج 5م ح دعر جح كم ل رر - ع7 + نر 
لآ 01( 01( 
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0 01 
دعم مه ح |نن| نم جح اعد ندا دع + 7ه ج - ] - 07 ” © | 





0 ح بول فج + يحلل زوم - 4بو) (2) 


2 (72و- بور ) - نول 6ج ج 22ل ( بورد - كبر ) - ح رول لير 





١ 0‏ “بر ديرد _ رك 
(بقسمة البسط والمقام على 0 عد 22) 0 
2 2 
م اكد لك ب ال»” 
نم 2< اكب لعل نكب 2_2 _ نه 
0 ل/ج#ا 2« دل 1 2 1 01 
2 
(وضعنا - -2ه) ‏ (2) 5007 72) رن 2 
5 5 , 5 5 02 01 . 
نعوض المعادئة (3) 4# المعادلة (2) فينتج : 03 د 7ه جح ل جح بررو ح رز : 
22-2 بج يرل 2 ح 7ل بر جد 2و اس لكر جح 2و - رو سس ل يرل رن . 
21 1 01 01 


1ن يدل 0 01 01 
داسا- دع جح ب كك | - - وق |[ | -ي| 
اب . 1 27 


2 99 1 (1-) هات 
(© -دع-) ,ىم + ظ - إعر|ما دم - ل - مر | جد م يج - إنز| نا جع + ج ح إنر | 
956 


0 - تول (317 + 2) + 012 (237 + عد ) (3) 




















0 4 2-7 01 
(نقسم البسط والمقام على 0 722 :32) ا جح دل 21١‏ +ع ) - ح 3103 + 22) 
2 07_*- 
010 01 - فك و 7 - 2 
ال التاظ ا اظاظاظ اتكعر 2723 01 2 01 
2 2 2 
0 1-27- 011 
ضعنا - ع 17 2 سس تداس ل 
زو 2 ( ) ( 21+27 02 
01 01 
نعوض امعادلة (3) 4# المعادئة (2) فينتج : )03 0 2 ير دم د كد ج ير د رز : 
(330+-1-217-17)2- 01 1-7- 01 1-7- 01 
تسج يبت ذل لخدن وي :722 7 حخا اع حب - نر | 17 
21+27 011 21+27 011 21+27 011 





2 لل 









































(1+صة+ 3 - _ 0 23112 1-27-2117 01 
21+27 01 21-27 0 0 
2 
دل _ اك سم ١‏ ب 2( _ قل تمد اتات ]| جب 41+1-+ 3174 2 
2 411+1--3172 41+1--3172 21+27 
1 1 
|2 |70 + 1(21 ل و4 + صرق) 7 دع جح ع ع إ|من|«7- ح |1 + 4 + اليد 
1 + 477 ل 2 ندا 2-2 2 1 + 417 ل 2 ندا 11 - 11] 
3# + تود4 + 2ب 
01000 00 
7 ل تومر4 + 2و /ء 7 ل تومر4 + 2رو/ء 
جبب7حتتت”<”<<7”<ت7ت77 0 || ا ىع ع7 سس | د زع 
| 2 
32 + توعريك4 لد رلا - 6 
نقسم البسط والمقام على 0 + 22) الي بم 
) . واخصام) 7م22 01 
6 2 2 
:2 2 20م -_ 017 
(1) ا 
+1 01 
(وضعنا 2 - ت) 2( ل 
0 0 

نعوض امعادلة (3) 4# المعادئة (2) فينتج : )03 6 د 17 جح ل جح نزت ح [ 

72-2 +1 0 _ 1+2 01 1+7 01 0 
22 #«ك 2 2ك 2 2ك 
01 27 217- 01 7 217 1-2 1-2 0 
ع 0 0 عن 1-720 0 22 - 417 6 جب 2 2ك 


|26 ع إعد| «طا + إرشم - 1)| + ج إعد| + ح م0 + |(2م - 1)| :7 - 
وم - 1)ع« | - زع ج |12 - |(2ب - 1) | ا 


171537551117111 + 11117 الل 


مر 
2 ) 2 ده لي 7 لع ا د[ 1-22 )عد ده ب رثن 2)1+ دم 
و و 2 











د (22 - 2رو) - ح بول بور جج 0 ح يرول تومر + :0 (2عر - 2رو) (5) 

















(نقسم البسط والمقام على 0 + 2) 2-77 لك 
1 والممام 26 ا 

ل 2و تير 
(1) 1 لهل جه عت - 7ك 
ل اتاظ اتاكاظ ا اتكم 4 01 2 -- 01 

96 00 
(وضعنا 7 - )2 (2) شع قت 
9و9 000 0 
0 0 
نعوض المعادئة (3) 4# المعادلة (2) فينتج : )03 26 1 7ه ح لح جح زر حر[ 

1-2 01 1-72 01 1-2 01 1-2 0 
7 م و لس اح دالخ و 377 - حلص اع وح جح دن ل 17 

011 17 011 17 011 1 011 0 


ادام جاه 5 1 - 2 7 177 (4-) م/م 0-1 2 02 2 170017 
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الهندسة الفضائية 


لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستو وحيد يحتويهما . 

لكل مسنقيمن متوازيان يوجد مستو وحيد يحتويهما . 

عبارة التوازي (اذا علم مستقم ونقطة لا تنتمي اليه فيوجد مستقيم وحيد يمر من تلك النقطة ويوازي 
المستقيم المعلوم) . 

لك المستوي الواحد المستقيم العمودي على أحد مستقيمين متوازيين يكون عموديا على الاخر . 

المستقيم العمودي على أحد مستويين متوازيين يكون عموديا على الاخر . 

ب المستوي الواحد يمكن رسم مستقيم واحد فقط عمودي على مستقيم معلوم من نقطة معلومة (تنتمي 
للمستقيم أو لا ينتمي اليه) . 

اذا توازى مستقيمان فالمستوي الذي يحوي احدهما ونقطة من الاخر فإنه يحتويهما . 

المستوي العمودي على احد مستفيمين متوازيين يكون عموديا على الآخر . 

ل المستوي الواحد المستقيمان العموديان على مستقيم واحد متوازيان . 

اذا توازى مستقيمان فالمستوي الذي يحوي احدههما يوازي الاخر . 

المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عموديا على مستويهما . 
المستقيم العمودي على مستو يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومة من أثره ضمن المستوي . 

اذا كان كل من مستقيمين متقاطعين يوازيان مستوي معلوم فان مستويهما يوازي المستوي المعلوم . 

اذا وازى ضاعا زاوية ضاعي زاوية أخرى تساوت الزاويتان وتوازى مستويهما . 

قطعة المستقيم الواصلة بين منتصفي ضاعي مثلث توازي الضاع الثالث وتساوي نصفه بالقياس . 
العمود النازل من رأس المثلث المتساوي الساقين على القاعدة ينصفها . 

اذا وازى مستقيم مستوي فال مستقيم المرسوم من أية نقطة من نقاط المستوي موازيا للمستقيم المعلوم يكون 
محتوى 2 ذلك المستوي . 

المستقيمان العموديان على مستو واحد متوازيان . 

المستقيمان الموازيان لمستقيم ثالث ل الفراغ متوازيان . 

يكون الشكل الرباعي متوازي اضلاع اذا توازى كل ضلعين متقابلين فيه . 

يكون الشكل الرياعي متوازي اضلاع اذا توازى وتساوى ضلعين متقابلين فيه . 

المستطيل هو متوازي اضلاع احدى زواياه قائمة . 

يمكن رسم مستفيم وحيد عمودي على مستو معلوم من نقطة معلومة . 

يتطابق المثلثان بضلعين وزاويه محددة بهما . 

العمود النازل من نقطة معلومة على مستو هو أقصر مسافة بين النقطة المعلومة والمستوي . 


ميرهنة الاعمدة الثلاثة ونتيجتها . 





م ١‏ + موحد 


الزاوية الزوجية والمسنويات المتعامدة 
الزاوية الزوجية : إتحاد نصفي مستويين لهما حافة (©1/185) مشتركة . 
وتسمى الحافة المشتركة ب (حرف الزاوية الزوجية) ويسمى كل من نصفي المستويين ب (وجه الزاوية الزوجية) كما ل 


الشكل : 32" 
م 1 
1 


وآ 
حيث 418 هو حرف الزاوية الزوجية 


(78) و (للآ) هما وجهاها . ويعبر عن الزاوية الزوجية بالتعبير : (/) -4813 (36) 





وفد يعبر عنها بحرف الزاوية الزوجية ان لم يكن مشتركا مع زاوية اخرى فمثلا : 
الزاوية الزوجية : 

8 هم - 060 
88-07 - 060 


8) - 8م - (7) 


1 


ولا يمكن أن تكتب الزاوية الزوجية بشكل 81 # هذا المثال لأن الحرف 415 مشترك ف أكثر من زاوية زوجية . 
ملاحظة : عندما تكون اربع نقاط ليست 2# مستو واحد , نكتب الزاوية الزوجية 7 - 80 - 4 أوالزاوية الزوجية 
بين ا مستويين (1(1)0) أو ()2418) كما ي الشكل . 

0 آ 
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م ١‏ 2 متجعحكد 


وتقاس الزاوية الزوجية كالاتي : نأخن نقطة (1 على الحافة المشتركة 241 8 وترسم من 1 العمود 26 4 (70) 
والعمود 216 2# (ل) على الحرف 24/8 فيكون قياس الزاوية الزوجية بين المستويين هو قياس الزاوية /11(1) وتسمى 
الزاوية /11(1) الزاوية العائدة للزاوية الزوجية ؛ كما ث2 الشكل : 


بعبارة اخرى لدينا الزاوية الزوجية (5) - 48 د ز) 


جل جه اََّ 
ولدينا  )7(‏ 7221 ,(7) ح 10 64 ب 
8/ ! ظ2 ,48 ١‏ 26 
1 


7[ (1)* هي الزاود ية العائدة للزاوية الزوجية 48 أو (/ا) - 48 - (3) 


الزاوية المستوية العائدة لزاوية زوجية : هي الزاوية التي ضاعاها عموديان على حرف الزاوية الزوجية من 
نقطة تنتمي اليه وكل منهما 4 أحد وجهي الزاوية الزوجية . 

أو هي انتحاد شعاعين عموديين على حرف الزاوية الزوجية من نقطة تنتمي اليه وكل منهما 4 أحد وجهي 
الزاوية الزوجية . 

ومن تعريف الزاويتين العائدة والزوجية يمكن استنتاج الاتي : 

1) قياس زاوية عائدة لزاوية زوجية ثابت . 


2) قياس الزاوية الزوجية يساوي قياس الزاوية العائدة لها وبالعكس . 


ملاحظة : )١‏ اذا كانت الزاوية الزوجية قائمة فإن المستويين متعامدان وبالعكس . (نستفاد منها 4 اثبات مبرهنة 7) 
قياس 909 ح (لا) - 48/ (8) هج (ل9) 1٠‏ (3) وكذئلك قياس الزاوية العائدة 9027© 
؟) كل مستويان متعامدان يجب ان يكونا متقاطعان لكل العكس ليس بالضرورة . 






4 نقطة 80 48 ١‏ 62 .؛ (7) 1 (2) 
48 ح (ل) م 00 2 )62-2 


المطلوب اثباته : (7) 1 617 
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م ١‏ 2 متجكد 


(7) نرسم 48 1 1818 (# المستوي الواحد يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستقيم فيه من نقطة معلومة) 
8 ل 68 ؛ (ا) © 61 (معطى) 
:1 02> عائدة للزاوية الزوجية (7[) - 478/ - (ل) (تعريف الزاوية العائدة) 
. “90 ع 101)> :317 (قياس الزاوية الزوجية يساوي قياس الزاوية العائدة لها وبالعكس) 
“. 28 ل 618 (اذا كان قياس الزاوية بين مستقيمين 907 فإن المستقيمين متعامدان وبالعكس) 


١ (0‏ 68 (المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عموديا على مستويهما) 


ودين 


نتيجة مبرهنة /: 





ا معطيات ٠‏ 48 ح (ل9) 6 (70) . 50) 1١‏ 62 2 (لا)» © . (7) 1 0 


المطلوب اثباته : (19) 6012 

البرهان : اذا ثم يكن (لا) ‏ 01 نرسم (لا) ح .1) وعمودي على 48 

( المستوي الواحد يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستقيم معلوم من نقطة معلومة) 
زلا) ل () (معطى) 


57 09 6 (مبرهنة 7) (اذا تعامد مستويان فالمستقيم المرسوم 2 أحدهما والعمودي على مستقيم التقاطع يكون 


عموديا على المستوى الاخر) 
٠‏ :601 - 61 (# المستوي الواحد يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم من نقطة لا تنتمي اليه) 


)م.اه٠-.و(‎ 6 © )7( - 


4 _اعدادية الثورة للبنين ابابل ا ا 07707105007« 





مبرهنهة (8 : 








المحطيات  .‏ (7) | 1/8 2 (لا) - 88 


© 


المطلوب اثباته ٠‏ (30) 1 (لا) 


© 
البرهان : ليكن م262 00 99 0 99 (يتقاطع المستويان 7 / 


00 ع 8 (مستقيم التقاطع يحتوي على النقاط المشتركة) 





() نرسم 01 1ل 88 (خ المستوي الواحد يوجد مستقيم وحيد عمودي على مستقيم فيه من نقطة معلومة) 
(08) 1 48 (معطى) 

٠‏ 818 , 689 ل 248 (المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات المحتواة 4 المستوي والماة من أثره) 
* (ل) - 48 (معطى) 

. 481+ عائدة للزاوية الزوجية 00 (تعريف الزاوية العائدة) 

"481-90 :+ إلأن 88 1 48) 

«. قياس الزاوية الزوجية “90 - (7) - 61 - (لآ) (قياس الزاوية الزوجية يساوي قياس الزاوية العائدة لها وبالعكس) 
:. (26) ل (لآ) (اذا كان قياس الزاوية الزوجية ”90 فإن المستويين متعامدان وبالعكس) (و.ه . م) 


ميرهنه )9( : 





المحطيات : اع ير عي يعني 099 







المطلوب اثبانه : ايجاد مستو وحيد يحوي 248 وعمودي على (26) 
البرهان : 
من نقطة (4) ترسم (06) 1 6 


(يوجد مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم من نقطة لا تنتمي اليه) 
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٠:‏ 40 , 48 متقاطعان فيوجد مستو وحيد مثل (لا) يحتويهما (لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستو وحيد يحتويهما) 
09 1 6ق ؛ (ل) - 80 (بالبرهان) 

:. (7) ل (لآ) (مبرهنة (85)) (يتعامد المستويان اذا أحتوى أحدهما على مستقيم عمودي على الاخر) 

ولبرهنة الوحدانية : 

نفرض وجود مستوي آخر (7) يحوي 48 وعمودي على (00) 

0) 1 46 :(7) © 4 (بائبرهان) 

- (72) ح 46 (نتيجة مبرهنة 7) 


(2) - رلا) (لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستو وحيد يحويهما) (و.ها.م) 





على المستوي الثالث . 4 
المعطيات ٠‏ 88 - (لا) 60 (50) 
0 - (2) 1 060 + (72) 1 0 ْ 
87 - (2) ل 7) . (72) 1 080 ل 
المطلوب اثباته ٠‏ (2) 1 248 


البرهان . اذا لم يكن ([7) 1ل 248 





لا وجد أكثر مستوي يحوي 4/1/ وعمودي على (2) (مبرهنة 9) 

(من مستقيم غير عمودي على مستو معلوم يمكن رسم مستو وحيد عمودي على المستوي المعلوم) 

(2) ل 248 (و-٠ها.م)‏ 

مثال (1):.ذ )48 ا :561 - 88 , :1112© 10 ع 48 , 30 ع 4 + :1د , (480) 1 81 
جد قياس الزاوية الزوجية 8 - )4 - (1 


المعطيات  .‏ 56111 - (81 , 1123© 10 - 48 , 30 ح 4 +72 , (2486) ١‏ آي 





المطلوب اثباته :+ ايجاد قياس الزاوية الزوجية ‏ [ - )4 - (] 


٠١ 171537751117711‏ 11 ال 





البرهان : 

المستوي (41300) نرسم )4 1 81 #ذ نقطة 1 (4 المستوي الواحد يوجد مستقيم وحيد عمودي على آخر من نقطة معلومة) 
(4860) ل «81 (معطى) 

. 40 ل 21 (مبرهنة الاعمدة الثلاثة) 


18 عائدة للزاوية الزوجية )4 (تعريف الزاوية العائدة) 


١ 21‏ 18 (المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات المحتواة ل المستوي والمارة من أثره) 






1١ 81‏ القائم الزاوية 2 آ 1 
814 1/ القائم الزاوية +2 '[آ 
ام ذا 1 بآ 1217 
- و2 احج 0ه د ات الج ات 
001 10 2 7 501 
281 1 قائم الزاوية 2 [8 : 
5 
1 3 - اط > 1011 
قياس 459 - (811> :11 1 


“. قياس الزاوية الزوجية 459 - 8 - 40 - 1 
(قياس الزاوية الزوجية هو قياس الزاوية العائدة لها وبالعكس) 

وشيم 
متال (2) : نيكن '41:0 مثلثا وئيكن (248)0) 1 41 00 
"017 ل 8 , 4) ل طر 


برهن أن . ([41)) ل 81 2 ل[ ل ير "] 


3 


المحطيات 2 





"01 1 81 , 64 ل ظظ , (486) ١‏ 47 26 
المطلوب اثباته  , 81 | ) [7  .‏ (41)) 1 81 

د داك 4 

(2480) ل 4/17 (معطى) 


4 _اعدادية التورة للبنين ابابل( لل 6 077207105007 ____< 





. (48)0) ل (41)) (مبرهنة (8)) (يتعامد المستويان اذا أحتوى أحدهما على مستقيم عمودي على الاخر) 
4) 1 81 (معطى) 

))7( (1ك )) ل 818 (مبرهنة‎ ٠ 

(اذا تعامد مستويان فالمستقيم المرسوم 2 أحدهما والعمودي على مستقيم التقاطع يكون عموديا على الاخر) 
"01 ل 810 (معطى) 

. 01 ل 121 (نتيجة مبرهنة الاعمدة الثلاثة) ‏ (و.ه.م) 

مثال (3) : (ل) , (1) مستويان متعامدان (00) © 41 (وزاري 7١١7‏ /د؟) 


0, 80 عموديان على 418 ويقطعان (ل) ذ 0,5 على الترتيب . برهن أن (70) 1 61 







ا معطيات : ان (ل) 1 (00) : (70) ح 48 : 80,817 
عموديان على 48 ويقطعان (ل) بذ 7 , © على الترتيب . 
المطلوب اثباته : ()7) 1 (61 


البرهان : 


ليكن (7) مستوي ال مستقيمين المتقاطعين (81 , 86 
(لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستويا وحيدا يحويهما 
- 86,88 1 38 00 (معطى) 


:. (2) ل 48 (المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عموديا على مستويهما) 
٠‏ 069 © 48 (معطى) 

. (7) ل (262) (يتعامد المستويان اذا احتوى احدهما على مستقيم عمودي على الاخر) 

“2 ل رم (معطى) 

ونا كان 68 - (9) 0 (2) (لأنه محتوى ‏ كل منهما) 


. (70) ل 612 (اذا كان كل من مستويين متقاطعين على مستو ثالث فإن مستقيم تقاطعهما يكون عموديا على 
المستوي الثالث) (و.٠ها.مم)‏ 
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جم ١‏ + متجحكد 


حل حل تمارين 1 - 0) 1 6 
س1 / برهن ان مستوي الزاوية المستوية العائدة لزاوية زوجية يكون عموديا على حرفها . (وزاري 70١1‏ /دا) 
المعطيات : 53 





4 مو 
الزاوية الزوجية ‏ (لا) - 88 - (]) 


والزاوية المستوية العائدة لها [(1.) > سس اله 22 
المطلوب اثباته . (7) ل // 

البرهان : 

٠‏ 6121 > زاوية عائدة للزاوية الزوجية (ل) - 4/7/ - (26) (معطى) 


غ0 ١‏ 482ل 
١ 2‏ 482 


ا (من تعريف الزاوية العائدة لزاويك زوجية) 
(هي الزاوية النانجة من انحاد شعاعين عموديين على حرف الزاوية الزوجية من نقطة تنتمي اليه وكل 
منهما بي أحد وجهي الزاوية الزوجية) 
ليكن (2) مستوي المستقيمين المتقاطعين 115 , (1) (لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستو وحيد يحتويهما) 
:. (27) ل 48 (المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عموديا على مستويهما) 
(و.٠ه‏ . م) 
س2 / برهن انه اذا وازى مستقيم مستويا وكان عموديا على مستو آخر فإن المستويين متعامدان . 


المعطيات  .‏ (040) 1 28 . (لا)// 118 


المطلوب اثباته ٠‏ (/9) 1 (06) م 






البرهان : لتكن (لا) ح 6 نرسم (76) ل (1) (يمكن رسم مستقيم وحيد ..) 
10 18 المستقيمان العموديان على مستوي واحد متوازيان) 


3 99 - 00 جب 02 06 (اذا وازى مستقيم مستويا معلوما فالمستقيم المرسوم من اية نقطة من نقط المستوي 
الموازي للمستقيم المعلوم يكون محتوى فيه) 


“. (ل) ل (2) (يتعامد المستويان اذا احتوى احدهما على مستقيم وكان عموديا على الآخر) (و.ها.م) 
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س3 / برهن ان المستوي العمودي على أحد مستويين متوازيين يكون عموديا على الاخر ايضا . وزاري (5١١25/د؟)‏ 
المعطيات  .‏ (لا)//  )0(‏ 52+ (]7) 1 (7) 2 48 - )صم (7) 


المطلوب اثباته ٠‏ (لا) 1 (7) 





ترسم (2) ح 1917 بحيث 48 ل 1281 (غ امستوي الواحد يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستقيم معلوم من نقطة معلومة) 
٠“‏ (0) ل (2) (معطى) 

(]0) لك 21 (اذا تقافد.مستويان فالمستيم الخرسوم يفا أحدهما والعمودق حك ستقيم التقاطع يون حمودي .على الاشر) 

* (72) // () (معطى) 

(ل) 1 81 (المستقيم العمودي على احد مستويين متوازيين يكون عموديا على الاخر ايضا) 

. (25) ل (2) (يتعامد المستويان اذا احتوى احدهما على مستقيم وكان عموديا على الاخر) (و. ه . م) 


س4 / 2, ), 8 , 4 اربع نقاط ليست 4 مستو واحد بحيث 40 - 48 . 820 © 2 فاذا كانت (41:1 * عائدة 


للزاوية الزوجية (1 - 180 ل يرهن (81آ1 - رايا . 


المحطيات : ([1, )), 1, 4 اربع نقاط مختلفة ليست 4 مستو واحد 64 





6 - 48 : 86 ع ظ ؛ 48 > عائدة للزاوية الزوجية 7 - 806 - 4/ 
المطلوب اثباته  .‏ 87 - 61 


البرهان 9 





)ل - 417 (معطى) 
20 1 2418 (حسب تعريف الزاوية العائدة) 


) ح ”ا (العمود النازل من رأس المثلث المتساوي الساقين على القاعدة ينصفها) 
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م ١‏ 2 متجحكد 


20 ل 218 (حسب تعريف الزاوية العائدة) 

ا مثلثان 121:13 , :) 1[ !1 فيهما ٠‏ 18 111*101 - )71:11 (قوائم) 

(1'1 ضلع مشترك لف المثلثين 

ا مثلثان 1:13 (1 , .) :101 متطابقان (يتطابق المثلثان بضلعين وزاوية محصورة بينهما) 

ومن التطابق ينتج (851 ح (1) (و.٠ها.م)‏ 

س5 / برهن أنه اذا وازى كل من مستقيمين متقاطعين مستويا معلوما وكانا عمودين على مستويين متقاطعين فإن مستقيم 


تقاطع المستويين المتقاطعين يكون عموديا على المستوي المعلوم . وزاري (0١١7/دا١)‏ ل 


1 
06 


1 - )4 , 248 (لكل مستقيمين متقاطعين يحتويهما مستو وحيد يحتويهما) 


(2)// )4 , 48 (معطى) 


41 //)2( ٠. 40//)2( ٠ المحطيات‎ 





١ )9‏ 26 ع 00 1 48 2 #7 ح قت م0 


المطلوب اثباته : (27) 1 181 








:. (2(//014) (اذا كان كل من مستقيمين متقاطعين يوازيان مستويا معلوما فإن مستويهما يوازي المستوي المعلوم) 


9) ل 48ل (معطى) 2 11 ح 418 (بالبرهان) 

ل (1ل) (يتعامد المستويان اذا احتوى أحدهما على مستقيم وكان عموديا على الاخر) 
(7) ل 246 (معطى) 2 11 ح 406 (بالبرهان) 

ر#*) ل (11) (يتعامد المستويان اذا احتوى أحدهما على مستقيم وكان عموديا على الاخر) 
(80) ل لاسر 


(اذا كان كل من مستويين متقاطعين عموديا على مستو ثالث فإن مستقيم تقاطعهما يكون عموديا على المستوي الثالث) 


(2) ل لاط (المستقيم العمودي على أحد مستويين متوازيين يكون عموديا على المستوي الاخر) (و.ه . م) 
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هه ١‏ مسدعد 


س6)/ دائرة قطرها 41 , )4 عمودي على مستويها » (1 نقطة تنتمي للدائرة برهن ان (128)) 1 (104)). 
المعطيات : 4/1 قطرالف دائرة » (مستوي الدائرة) 1ل )7 , 


(1 نقطة تنتمي للدائرة 
المطلوب اثباته : (1(18)) 1 (0)14) / 
البرهان ٠‏ 8 4 
41(8> زاوية محيطية مرسومة 4 نصف دائرة قياسها “90 
(لان قياس الزاوية المحيطية يساوي نصف قياس الزاوية المركزية) 
8 ١ل‏ 41 اذا كانت الزاوية بين مستقيمين قائمة فإن المستقيمين متعامدين) 
4 عمودي على مستوى الدائرة (معطى) 
8 ل 01 (مبرهنة الاعمدة الثلاثة) 
اصبح لدينا كلا من 1218 ل (61,41© (بالبرهان) 
0 1 1828 المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة تقاطعهما يكون عموديا على مستويهما) 
تكن  ))18(‏ 1217 
(21)) ل (104)) (كل مستوي مار بمستقيم عمودي على مستوي معلوم يكون عموديا عليه) (و.ه . م) 
الاسقاط العمودي على مستو 
)١‏ مسقط نقطة على مستو : هو أثر العمود المرسوم من تلك النقطة على المستوي 
؟) مسقط مجموعة نقط على مستوي : لتكن ,1 مجموعة من نقاط 4 الفراغ فإن مسقطها هو مجموع كل 
اثار الاعمدة المرسومة من نقاطه على المستوي 


3( مسقط قطعة مستقيم غير عمودية على مستو معلوم : هي قطعة المستقيم المحددة بأثري العمودين 


المرسومين من نهايتي القطعة المستقيمة على المستوي المعلوم . 
ليكن 48 غير عمودي على (50) 


وليكن (70) 1ل 40 >> مسقط 4 على (70) هو ') 
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جم ١‏ 2 موحد 


(70) 1 812 > مسقط 82 على (70) هو (1 
ملاحظة ؛ اذا كان (00) // 418 فإن 10) - 415 


4) المستقيم المائل على مستو : هو المستقيم غير العمودي على المستوي وقاطع له . هر 
5) زاوية الميل : هي الزاوية المحددة بالمائل ومسقطه على المستوي . 
ليكن 48 مائلاً على (006) 2 8 وليكن (06) ل 46 2 0 

. ) مسقط 4 على (70) حيث (30) © 4 





كذنك 8 مسقط نفسها حيث (2) © آ 
0 مسقط 48 على 20) أي ان “90 > > 0 ,2 (0,909)ع 6 
*) طول المسقط : طول مسقط قطعة مستقيم على مستو - طول المائل “ جيب تمام زاوية الميل 
فعندما تكون 48 مائلاً على (06) وزاوية ميله 60 ومسقطه 80 فإن |0 05© 48 - 80] 
') مسقط مستوي مائل على (18) : زاوية ميل مستو على مستو معلوم هو قياس الزاوية المستوية العائدة للزاوية 
مساحة مسقط منطقة مائلة على مستو معلوم - مساحة المنطقة المائلة “ جيب تمام زاوية الميل 


لتكن 44 مساحة المنطقة المائلة » / 4 مساحة المسقط و قياس زاوية ال ميل |80 05©. 4 - '4/ 


مثال (4) : اذا وازى أحد ضاعي زاوية قائمة مستويا معلوما فإن مسقطي ضلعيها على المستوي متعامدان . 
المحطيات . )48 * قائمة ذ 8 2 (0) //ر/ 48 (وزاري "١٠١٠/د؟)‏ 





8 4 هومسقطض 48 على 70) 


2 هو مسغطيا 4م 07 








المطلوب اثباته ٠‏ 80 1 218 




















> (زك2) 1 4 , 5 8 , 66 (مسقط قطعة مستقيم على مستو معلوم هو القطعة المحددة بأثري 
العمودين المرسومين على المستوي من طربك القطعة المستقيمة) 
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28 // 414 882 // 66 (المستقيمان العموديان على مستو واحد متوازيان) 
بالمستقيمين المتوازيين 8 8 , ) © نعين (7) 
١ .‏ (لكل مستقيمين متوازيين يوجد مستو وحيد يحتويهما) 
بالمستقيمين المتوازيين 8 8 , 4 4 نعين (/7) ' 
لكن (06) // 418 (معطى) 
8 - (80) 0 (ل9) (يتقاطع المستويان بخط مستقيم) 


48 /ر/ 48 (إإذا وازى مستقيم مستويا معلوما فإنه يوازي جميع المستقيمات الناتجة من تقاطع هذا ال مستوي 
والمستويات التي تتحوي المستقيم) 
كذنك 48 ل 8 8 المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك ا مستوي) 











8غم] ل 418 (ؤ4المستوي الواحد : المستقيم العمودي على أحد مستقيمين متوازيين يكون عموديا على الاخر) 


لكن ‏ 80 ل 48 (لأن 909 - )818+ 111 معطى) 





> (2) ل 8ل (المستوي العمودي على أحد مستقيمين متوازيين يكون عموديا على الاخر) 








1ه 


١ 7‏ 48 المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع ال مستقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك ا مستوي) 
مثال (5) : :4180 مثلث :  )70(‏ )820 والزاوية الزوجية بين مستوي المثلث ()248) وا مستوي (70) قياسها 607 
فإذا كان 1112© 10 - )8 » 1112© 13 - )4 - 48 جد مسقط المثلث (288)0) على (1) ثم جد مساحة مسقط 
1 على (00) . 

0 48) , 18)  )070( ٠ ا معطيات‎ 


ا" 


قياس “609 - 00) 80 - )41 

0 13 - )8 - 8ق . 50© 10 - )آ 
المطلوب اثباته : 

ايجاد مسقط )418 / على (غ2) وايجاد مساحة 


مسقط 486 4 )00 





البرهان : 


نرسم (7) 1 41 # (1 (يمكن رسم عمود على مستوي من نقطة معلومة) 





771111 :د 





() مسقط 406 


110 مسقط 415 (مسقط قطعة مستقيم على مستو معلوم هو القطعة المحددة بأثري العمودين المرسومين على المستوي من طرك القطعة المستقيمة) 


0 مسقط نفسه على (70) 


868 1 مسقط 486 1 على (0) 


.0111 5 - تاظ ح- اط (العمود النازل من رأس مثلث متساوي الساقين على القاعدة ينصفها) 


.)8 ل ]1 (نتيجة مبرهنة الاعمدة الثلاثة) 


“. 214 *+ عائدة للزوجية )1 (تعريف الزاوية العائدة) 


لكن قياس الزاوية الزوجية 607 - )18 (معطى) 


بخ 8ظ4 1 القائم 4 5 : 


41 - 17/169 - 25 - 1/144 - 12 71 


| 


457 1 القائم بذ 2 : 


5255-68 /1ظا 1 ]1 6 
- جج مد جح بلدا اح يت تت 8 
غ20 12 2 417 05) 


1 
(و.٠ه.مم)‏ “ب 30 - 6 ا 10 ا 2 ح مساحة المثلث 8601 

ملاحظة : لو طلب مساحة المسقط فقط فيمكن ايجاده كالاتي : 
مساحة (8).1 ح مساحة :)248 ٠‏ “60 0605© 


1 1 
1.1 2 30 - (5 ا 10 12) »ا 2 - 
ملاحظة : كل سؤال يعطي فيه زاوية زوجية علينا اتباع الآتي : 


. معرفة مستقيم تقاطع المستويين الذي هو حرف الزاوية الزوجية‎ )١ 


؟) نترسم عمود على حرف الزاوية الزوجية والعمود الاخر نستنتجه من ميرهنة الاعمدة الثلاث 
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حل حل تمارين (ل - 0) 6-2 
س 1 / برهن ان طول قطعة المستقيم الموازي لمستو معلوم يساوي طول مسقطه على المستوي المعلوم ويوازيه . 


(وزاري ١١1١5/د١ا‏ /54١1١5/دا/15١5/دا‏ 186١5/دا١)‏ 
المعطيات : ©70) // 248 2 '[8 4 مسقط 41 على (70) 





4 1 








المطلوب اثباته : 
)١‏ '4'8 // 48 
؟) '8'لم - 48 
البرهان : 
'4'8/ مسقط 48 على (70) 
:. (7) ل '88 , (30) ل 44 (حسب تعريف مسقط قطعة مستقيم) 
'88 // '4/4 (المستقيمان العموديان على مستو واحد متوازيان) 
ليكن (لآ) مستوي المستقيمين المتوازيين "88 , 4/47 (لكل مستقيمين متوازيين يوجد مستو وحيد يحتويهما) 
“ 09 // 48 (معطى) 
. '4'8 // 48 (مستقيم تقاطع مستويين يوازي كل مستقيم محتوى 4 احدهما ويوازي الآخر) (و. ه . م) )١(‏ 
. الشكل "4 "41813 متوازي اضلاع (يكون الشكل الرباعي متوازي اذا كان فيه كل ضلعين متقابلين فيه متوازيين) 
'4'8 - 48 (ذ متوازي الاضلاع يكون فيه كل ضاعين متقابلين متطابقين) (و.٠ها.م)(؟)‏ 
س2 / برهن انه اذا قطع مستويان متوازيان بمستقيم فإنه ميله على أحدهما يساوي ميله على الاخر . 
ا محطيات ٠‏ (97) // (06) 
8 يقطع (0") , (لا) لذ النقطتين 0178© على الترتيب 
المطلوب اثباته 2 
زاوية ميل 48 على (7) ح زاوية ميل 48 على (ل) 
البرهان : 
نرسم (0) 1 4241 (# المستوي الواحد يمكن رسم مستقيم وحيد 
عمودي على مستو معلوم من نقطة معلومة) 


* ر) /// رلا) 


. (ل) ل (41 (المستقيم العمودي على أحد مستويين متوازيين يكون عموديا على الاخر) 





41 : 48 يعينان المستوي 7 (لكل مستقيمين متقاطعين يوجد مستو وحيد يحتويهما) 
8 - (7) م (لا) ٠‏ 68 - (7) 0 (7) (يتقاطع ال مستويين بمستقيم) 
:1 / / 1) (خطا تقاطع مستويين متوازيين بمستو ثالث متوازيان) 
40> هي زاوية ميل 41 على 1 2 4151* هي زاوية ميل 418 على لآ 
(زاوية الميل هي الزاوية المحددة بالمائل ومسقطه على المستوي) 
406 >7 - 488 +72 (بالتناظر) 
:. زاوية ميل 48 على (00) ح ميل 48 على (/ا) (و.ه . م) 


س3 / برهن على ان للمستقيمات المتوازية المائلة على مستو الميل نفسه . (وزاري 7١١١‏ /د") (وزاري 7١١“‏ /د”) 
4 9 


ال محطيات ٠:‏ (1) // 41 وكل منهما مائلان على (00) 
المطلوب اثباته : // / 


زاوية ميل 41 على (00) ح زاوية ميل 17) على (00) / / 


البرهان 5 


48 1 0 


ذر يع( ر(يمكن تقيم وحيد عمودي على مستو من نقطهة معلومة 
سم 000 (يمكن رسم مستقيم ( 


88 مسقط 48 على (70) 

57 فم (تعريف مسقط قطعة مستقيم على المستوي) 
(1 "1 مسقط (1) على ()7) 

10 )ا , 4118 11 قائما الزاوية +2 "أ , خآ على الترتيب 

(المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومة من أثره) 

:. 017 // 4 (المستقيمان العموديان على مستو واحد متوازيان) 

٠:‏ 68 // 48 (معطى) 

41 آ 111 - (1.) !م +111 (اذا وازى ضلعا زاوية ضلعي زاوية أخرى تساوى قياسهما وتوازى مستويهما) 
“90 ع 111411 - (77:*)11 (لأنه مثلث قائم الزاوية) 


91 111 ح- '[إرار) 177 (مجموع فياسات زوايا المثلث - "180) ز(و.٠ه‏ . م) 
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م ١‏ 2 متجعحكد 


س4 / برهن على انه اذا رسم مائلان مختلفان ل الطول من نقطة لا تنتمي الى مستو معلوم فإن أطولهما زاوية ميله 
ْ 4 

على المستوي اصغر من زاوية ميل الاخر عليه . _./ 

المعحطيات .2 4)6/ < 48 2 () © 2/1 ات 

46 ,48 مائلان على غ7 - 

المطلوب اثباته : فياس زاويكه 8 <> فياس زاويهك © ١‏ 
البرهان : نرسم (0) 1 (41 (يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم من نقطة معلومة) 

تصل 1219 , :100 

28 مسقط 48 على (50) 

26 مسقط 40 على (70) 

(مسقط قطعة مستقيم غير عمودية على مستو هو قطعة المستقيم الواصلة بين أثري العمودين النازئين على المستوي 
من طريك القطعة المستقيمة) 

. 61> هي زاوية ميل 478 على (00) 
00 (زاوية الميل هي الزاوية المحددة بالمائل ومسقطه على المستوي) 

“. 02> هي زاوية ميل )4 على (]2) 
(1) ل (41 . (81 ل (41 (المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع ال مستقيمات المرسومة من اثرد) 
6 , 14428 قائما الزاوية 2 (آ 

40 < 48 (معطى) 


سد م0 ست ال ل 2 خواص التباين 
>> بح رح حيدم جه | (خواكط#الكبزينم 
)< > 8< > )5111 > 2 5111 


قياس زاوية 18 < قياس زاوية ب) (و.٠ه‏ . م) 

س5 / برهن 3ن اذه أذ سم كاخلذا ١‏ "نم تله الى السكراا ف شهرهما ميلا هو الاطول . 
" 

المحطيات : 4)0/ , 41 مائلان على (70) 


قياس زاوية 18 < قياس زاوية ب) لم 


المطلوب اشباته :. )/ < 411 
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البرهان : 

ترسم (00) 1 (41 (يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم من نقطة معلومة) 

تصل 1219 , :100 

218 مسقط 48 على 70) 

2 مسقط 46 على (70) 

(مسقط قطعة مستقيم غير عمودية على مستو هو قطعة المستقيم الواصلة بين أثري العمودين النازئين على المستوي 
من طرحك القطعة المستقيمة) 

. 61> هي زاوية ميل 48 على (00) 


آ1آ (زاوية الميل هي الزاوية المحددة بالمائل ومسقطه على المستوي) 
“. 02> هي زاوية ميل )4 على (]2) 


١ 81( . 41( ! )1(‏ «41 (المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومة من اثرد) 


, 414428 قائما الزاوية 2 1 
قياس زاوية 8 < قياس زاوية ب) (معطى) 


511١ ل[‎ > 5111) > <8 > <>) 


)4 418 41 41 
)4 < فاك - ور 0 000 (خواص التباين) ز(و.٠ه‏ . م) 


س6/ برهن ان زاوية الميل بين المستفيم ومسقطه على مسئو اصغر من الزاويه المحصورة بين المستقيم نفسه وأي مستقيم 


آخر مرسوم من موقعه ضمن ذلك المستوي . (وزاري 7١١17‏ /د") 


المحطيات ٠:‏ 41# مائل على (7) » 80 مسقط 48 على (70) 





0) ح 86 4486 محددة ب 28 و 86 2 2489 محددة ب 28 و 817 


المطلوب اثباته : (191آ41 > 111 > .) 419 111 

البرهان : لتكن (81 © 15 بحيث ان 81 - 80 02ء نصل 415 

نرسم (06) 1 460 (يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم من نقطة معلومة) 
20 ل 46 (المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومة من اثره) 
ل > 2416 


(العمود النازل من نقطة على مستوي هو أقصر مسافة بين النقطة المعلومة واي نقطة اخرى فع ضمن ذلك المستوي) 
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8 مشترك 2 )8 - 48 (بالبرهان) 
تكن :)418 - ,6 151 - و6 


111 08) > 111 481 





(اذا ساوى ضاعا مثلث ضاعي مثلث اخر واختلف الضاعان الاخران فاصغرهما يقابل اصغر الزاويتين) (و . ه . م) 


المجسمات 


: الموشور القائم‎ -١ 


الخوا : 
2 جانبي 


. احرفضه الجانبية متوازية ومتساوية 4 الطول‎ )١ 

؟") كل وجه جانبي هو مستطيل . 

*) القناعدتين متوازيتين ومتطابقتين . 
"- متوازي المستطيلات : هو موشور قائم قاعدته مستطيلة 
'"'- المكعب : هو متوازي مستطيلات فاعدته مربعة 


:- الاسطوانة الدائرية القائمة : هي موشور قاعدته دائرة 


الحجم والمساحة بالنسبة للموشور والاسطوانة 


.١‏ الحجم (دائما) - مساحة القاعدة * الارتفاع 
؟. المساحة الجانبية - محيط القاعدة * الارتفاع 


". المساحة الكلية - المساحة الجانبية + مساحة القاعدتين 


8- الهرم المنتظم : 
الخواص : 


احرفه الجانبيهة متساويك . 


كل وجه جانبي له ارتفاع يسمى الارتفاع الجانبي . 


؟) كل وجه جانبي مثلث متساوي الساقين . 
) ارتفاع الهرم هو العمود النازل من الرأس على القاعدة . 
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هه ١‏ مسصعد 


ذوالوجوه الاربعة المنتظم : هو هرم ثلاثي فائم منتظم 
الخواص : 
)١‏ له اربعة أوجه كل وجه مثلث متساوي الاضلاع ومتطابقة . 2 7 0 
") له ستة أحرف جانبية متساوية بالطول . 
*') له اربع ارتفاعات متساوية بالطول . 
5- المخروط الدائري القائم 9 
الخواص : اذا قطع المخروط الدائري بمستو مار من أحد موئداته فإن المقطع هو مثلث متساوي الساقين . 
الحجوم والمساحات بالنسبة الى المخروط 
-١‏ الحجم : دار 
١‏ - المساحة الجانبية . 75171 - 4 ..آ 
- المساحة الكلية . 12ج + ل ع7 ح 4 . "1 
/ا- الكرة 
)١‏ الحجم: ات - 2 
)١‏ المساحة .+ 17427 4 - / 


حل تمارين (3 - 6) 


س1 / اذا كانت المساحة الكلية لمتوازي ال مستطيلات - 72461115 ومساحة قاعدته - 13261115 ومساحة أحد 


أوجهه الجانبية - 1106715 جد أبعاده وحجمه . 
المحطيات : متوازي المستطيلات 


مساحته الكلية - 724261115 » ومساحة أحد أوجهه الاريعة - “1106111 


1 
١‏ 
١‏ 
!1١‏ 
كك ص كك 7 كك كك كا كك كد ري 
ومساحة القاعدة - 1115© 132 /, 
6" 





المطلوب اثباته : ايجاد ابعاده وحجمه 
البرهان ٠:‏ 7# - طول قاعدة متوازي المستطيلات 37 - عرض قاعدته 8 ح ارتفاعه 
المساحة الكلية لمتوازي المستطيلات - المساحة الجانبية + (2) (مساحة القاعدة) 

ترد 2 + (22)(ج + 2)2 - 4 . ,1 


2+ 
ترمد + 78جو + و[ج - 362 ج إ[بور 2 + 2زجز 2 + ع« 2 - 724] 


0 - ىبز , 132 - 7ن 0.. 
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0 242 -362 ح- < ج 242 + اع - 362 ج 132 + 110 -+ اعد - 362 
110 





(1)...... عم - ور جح 120 - ذاد 
110 
5 13*00 110 120 
0 - 132/24 ج 132 - ل جح 132 - ادا ل جح 132 -ح روير 
1 1 1 
5 1*0 5 
27 10 -, ج 100 -ح 4ز/ حت 100 - ح- 
132 
5 
ا 00 
1ل 
“0 0 م1 هو كل 


حجم متوازي المستطيلات - الطول “ العرض * الارتفاع - 1/2 7[ 1 
3س 1320 - (10). (11). (12) <- 7 


س2 / اسطوانة دائرية قائمة مساحتها الجانبية “1711© 40012 وحجمها 1113© 12 2000 أوجد ارتفاعها ونصف قطر 


قاعدتها . (وزاري 5٠١١4‏ /د؟) (وزاري 7١١6‏ /د؟) 
المعطيات : المساحة الجانبية - 1115© 40012 2 الحجم - 1113© ع1 2000 
المطلوب اثباته : ايجاد : نصف قطر "13 2 الارتفاع 1/ 


البرهان : حجم الاسطوانة - مساحة القاعدة « الارتفاع 








7 - 17 
00ز20 ى (5+) 2 
(1) 0 - م جح 2000 - معز 4م حت («ز جر 1-2 جح 200071 
المساحة الجانبية - محيط القاعدة « الارتفاع 
5 217 ح 4/. ,1 
1000 00ز20 (272+) 
- 400 هج 2 “ج27 ح 4001 ججح ررزر ع +21 ح :40011 
10 مولت 1000 100 
4س دن جح أ - 
0 100 17 17 
00ز20 00ز20 
7 20 - لد دح عز جه للد د 


1 100 
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ههه ١‏ معد 





س3 / برهن على ان حجم ذو الوجوه الاربعة لمنتظم والذي طول حرفه - 1 هو وحدة مكعبة . 
9 
المحطيات : :)128 - 4/ ذوالوجوه الاربعة المنتظم طول كل حرف من احرفه - ]ا 4 
١‏ اذشاته شاك - 17 1 
لطلوب اثباته ٠:‏ 00 - 5 


البرهان : نرسم 86 1 821 2 86 ل 46 وتلتقي 4 15 ظ 
0 

المستوي الواحد يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستقيم معلوم من نقطة معلومة) )) 

6 ينصف زاوية / 

8 ينصف زاوية )4 (العمود النازل من رأس مثلث متساوي الساقين على القاعدة ينصفها وينصف زاوية الرأس) 

لتكن *1 منتصفات الاعمدة (الاعمدة المنصفة لأضلاع مثلث متساوي الساقين تلتقي 4 نقطة واحدة) 

رن)اظ8) ١‏ 81 (يمكن رسم مستقيم وحيد على مستو معلوم من نقطة معلومة) 

4ض ١‏ 'اظ1 (المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومة من اثره ضمن ذلك المستوي) 


18110 القائم الزاوية 24 (1 


1 1 
: عم ب 2 2 30 
سلواسد 8 -ح ‏ هك 0)05) 
1/3 411 2 411 
811 1 القائم الزاوية 4 لآ وحسب مبرهنة فيثاغورس 
0/2 2 .0 .و 1 
[ عع ورج 2 -شم هد -4خ دكن جه ل 2رخز -2] جب 05) ل مر - 12 
3/ 3 3 3 1/3 


0/3 
مساحة القاعدة المثلثة متساوية الاضلاعء - 7د 
1 
حجم الهرم - - “ا مساحة القاعدة « الارتفاع 
1/2 1/2 3 1 
وحدة مكصة قم كد - (] ع .0 6 - 17 
. 12 0/3 314 


ملاحظة : مساحة قاعدة الهرم - مساحة مثلث متساوي الاضلاع - 2] حيث (7) طول الحرف للهرم . 
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جم (١‏ + متجحكد 


س4 / مخروط دائري قائم مر برأسه مستو فقطع قاعدته بقطعة مستقيم تبعد عن مركز القاعدة يمقدار 60111 8 
فإذا كانت مساحة القطع - 1115© 102 وارتفاعه - 7172© 15 (وزاري 7١١0‏ / ذ١)‏ 
احسب )١(‏ حجمه )١(‏ مساحته الجانبية (*) مساحته الكلية 

المعطيات : مخروط دائري قائم مركزه :1 قطعه ال مستوي .)1 بحيث 111© 8 - (1ظآ )8 ١‏ (1آ 

مساحة المقطع 41860 - 1115© 102 ؛ ارتفاع المخروط - 6111© 15 

المطلوب اثباته : ايجاد حجم المخروط ومساحته الجانبية والسطحية 

البرهان : 

نرسم 41 | الدائرة . )8 محتوى بذ الدائرة 2 )28 ل (1ئ1 معطى 

ل (41 (مبرهنة الاعمدة الثلاثة) 

لآآ ل ظالل (المستقيم العمودي على مستوي يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومة من اثره) 

4 المثلث 4101 القائم الزاوية 2 1 (المستقيم العمودي على مستوى يكون عموديا على جميع المستقيمات المرسومة 
من أثره ضمن ذلك المستوي) . 


4 المثلث 41([4 القائم الزاوية ف لآ (وحسب مبرهنة فيثاغورس) 


*(ظ) + 4(ظ48م) -ح 4(ه4,) 
27 17 - 47 ج 289 - 42(25) ج 64 + 225 - *8(5) + 15(25) - 42(5) 
مساحة (المقطع) المثلث .)413 - : “ القاعدة * الارتفاع 
0 12 - 86ج 17 »80 ع د - 102 جه مل » 86 »ا - 102 
4 المثلث 1015خاآ القائم الزاوية 2 (1 (وحسب مبرهنة فيثاغورس) 
+(812) + *4(طظ) - 8(2ظس) 


27 10 ح شي جح 100 - 88(4) ج 36 + 64 ح 28(4) 
اي ان نصف قطر قاعدة المخروط -ح 01113 10 


4 المثلث 4118 القائم الزاوية 4 ك1[ (وحسب مبرهنة فيثاغورس) 
+8 18) + 48(2) - 48(2) 
«ن 51/13 - 8م جح 325 - 48(2) ج 100 + 225 - 48(2) 
حيث يمثل الضلع 1 طول الحرف الجانبي (المولد) للمخروط 
المساحة الجانبية للمخروط - - محيط القاعدة ا طول المولد 
2ت ع7 501/13 - (20)10(:)51/13) 2 - 4 . ,1 
المساحة الكلية للمخروط - المساحة الجانبية + مساحة القاعدة 
“وين (2 + 501/13 دع 10(2) + 501/13 - 4 . 1 


1 
حجم المخروط 1 مساحة القاعدة « الارتفاع 





توب 500 - (15) 10(2) + حار 
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م ١‏ + موحد 


س5 / اذا علمت أن يمكن رسم كرة خارج ذي الوجوه الاربعة المنتظم برهن أن نصف قطر الكرة - ل الارتفاع . 
المحطيات : (8):11 - / هرم ذو الوجوه الاربعة مرسوم داخل 4 

دائرة مركزها ك1 ونصف قطرها 241 . 

رسمت الكرة التي مركزها ') خارج ذي الوجوه الاربعة المنتظم 


المطلوب اثباته ٠‏ 48 3 - 4م 


1 
البرهان : 
1 
تنرسم ((8)01) 1ل 41 (يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على َ 


مستو معلوم من نقطة معلومة) 
نصل 2 280 80 اصبحت لدينا الاهرامات التي رؤوسها (15) وقواعدها المتساوية بالمساحة هي : 
(4181) , (48)0) ,(4):10) ,((85)1) (الوجوه الاربعة 2 ذي الوجوه الاربعة تكون متساوية) 
قسم الهرم الاصلي الى اربعة اهرامات من ذي الوجوه الاربعة متساوية بالحجم وهي : 
(0ظة -8) , (مظم -8) ,(معهى -8) ,(ممه8 دق 
(يتساوى حجما شكلين اذا تطابقت فاعدد تيهما وتساوي ارتفاعها) 
حجم الهرم الاصلي - 4 ءا حجم الهرم الصغير 
حجم الهرم الكبير - 4 ا ([.)8 - آ 
1 1 
(*1:1) (8)10) 0( 4 - (5201()81) 2 


(88) 4 <- عم 
رظهة - 88) 4 - م 
ذه - :4817 - م 


3 
يه 381 - 481 





